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集合論の教科書でよくある演習問題：A ∪ B = B ⇐⇒ A ⊂ B は次の
ようにして証明できる。

(A ∪ B = B) =
((

p(x) ∨ q(x)
)

⇐⇒ q(x)
)

=
((

p(x) ∨ q(x)
)

=⇒ q(x)
)
∧

((
p(x) ∨ q(x)

)
⇐= q(x)

)
=

((
p(x) ∨ q(x)

)
∨ q(x)

)
∧

(
(p(x) ∨ q(x)) ∨ q(x)

)
=

((
p(x) ∧ q(x)

)
∨ q(x)

)
∧

(
p(x) ∨ (q(x) ∨ q(x))

)
=

((
p(x) ∧ q(x)

)
∨ q(x)

)
=

(
p(x) ∨ q(x)

)
∧

(
q(x) ∨ q(x)

)
=

(
p(x) ∨ q(x)

)
=

(
p(x) =⇒ q(x)

)
= (A ⊂ B).

次が成立する。 (∩
i∈I

Ai

)
× B =

∩
i∈I

(Ai × B)(∪
i∈I

Ai

)
× B =

∪
i∈I

(Ai × B)

実際、

(x, y) ∈

(∩
i∈I

Ai

)
× B ⇐⇒

(
x ∈

∩
i∈I

Ai

)
∧ (y ∈ B)

⇐⇒ (∀i ∈ I, x ∈ Ai) ∧ (y ∈ B)

⇐⇒ ∀i ∈ I, ((x ∈ Ai) ∧ (y ∈ B))

⇐⇒ ∀i ∈ I, (x, y) ∈ Ai × B

⇐⇒ (x, y) ∈
∩
i∈I

(Ai × B),
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(x, y) ∈

(∪
i∈I

Ai

)
× B

⇐⇒

(
x ∈

∪
i∈I

Ai

)
∧ (y ∈ B)

⇐⇒ (∃i ∈ I, x ∈ Ai) ∧ (y ∈ B)

⇐⇒ ∃i ∈ I, ((x ∈ Ai) ∧ (y ∈ B)) （分配法則より）

⇐⇒ ∃i ∈ I, (x, y) ∈ Ai × B

⇐⇒ (x, y) ∈
∪
i∈I

(Ai × B),

もっと一般に、 ∩
i∈I

(∏
j∈J

Ai,j

)
=

∏
j∈J

(∩
i∈I

Ai,j

)
が成り立つ。実際、

(xj)j∈J ∈
∏
j∈J

(∩
i∈I

Ai,j

)
⇐⇒ ∀j ∈ J, xj ∈

∩
i∈I

Ai,j

⇐⇒ ∀j ∈ J, (∀i ∈ I, xj ∈ Ai,j)

⇐⇒ ∀(i, j) ∈ I × J, xj ∈ Ai,j

⇐⇒ ∀i ∈ I, (∀j ∈ J, xj ∈ Ai,j)

⇐⇒ ∀i ∈ I, (xj)j∈J ∈
∏
i∈I

Ai,j

⇐⇒ (xj)j∈J ∈
∩
i∈I

(∏
i∈I

Ai,j

)
.

集合 A のベキ集合 2A とは、A の部分集合全体からなる集合とする。

2A = {B | B ⊂ A}

例えば、A = {1, 2, 3} のとき、

2A = {{1, 2, 3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1}, {2}, {3}, ∅}

である。{1, 2} ⊂ A, {1, 2} ∈ 2A, {{1, 2}} ⊂ 2A, {{1}, {2}} ⊂ 2A は真で
あるが {1, 2} ⊂ 2A は偽である。
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