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A,B を有限集合とし、|A| = k, |B| = n とする。A から B への単射全体の集合を

X とすると、
|X| = n(n − 1) · · · (n − k + 1)

となる。これは n個から k個とる順列のことである。特に、k = nのとき、単射は必
ず全単射となり、その個数は n! となる。一般に有限集合 A から A への全単射を置
換という。

k を 0 ≤ k ≤ n を満たす整数とするとき、
(

B

k

)
= {X | X ⊂ B, |X| = k}.

と定義する。このとき、
∣∣∣∣

(
B

k

)∣∣∣∣ =
n!

k!(n − k)!
=

n(n − 1) · · · (n − k + 1)

k(k − 1) · · · 1

であり、これを (
n

k

)

と書く。
X を n人からなる集合とし、X に属するどの２人についても、彼らが互いに知人
であるかそうでないか明確に定まっているとする。n ≥ 6 のとき、次のいずれかが成
り立つ。

(1) X の中に、互いに知人どうしの３人が存在する。

(2) X の中に、互いに知人でない３人が存在する。

この問題を記号で表すと、

F = {T | T ∈
(

X
3

)
, (∀x ∈ T, ∀y ∈ T, (x '= y =⇒ x と y は知人))},

F ′ = {T | T ∈
(

X
3

)
, (∀x ∈ T, ∀y ∈ T, (x '= y =⇒ x と y は知人でない))}

とおき、
F ∪ F ′ '= ∅

を示すことと同値である。言い換えると、F ∪ F ′ の補集合を

G = {T | T ∈
(

X
3

)
, T /∈ F ∪ F ′}

とおいたとき
|G| <

(
n

3

)

1



を示すことと同値である。そのために

S = {(x, T ) | (x, T ) ∈ X × G, x ∈ T,

T − {x} は x の知人と x の知人でない人からなる } ⊂ X × G

の元の個数を２通りに数える。ここで、２通りに数えるというのは、S ⊂ X × G の
とき、

|S| =
∑

x∈X

|{T | T ∈ G, (x, T ) ∈ S}|

=
∑

T∈G

|{x | x ∈ G, (x, T ) ∈ S}|

を使うということである。
このような問題を定式化するために、「関係」という概念を導入する。X を集合と
し、X × X の部分集合を X の上の関係という。
関係を図で表したものがグラフ（または、関係そのものをグラフということもある）。
以下の３つの条件を満たす関係 R ⊂ X × X を X 上の同値関係という。
反射律 ∀a ∈ X, (a, a) ∈ R

対称律 ∀a, b ∈ X, (a, b) ∈ R =⇒ (b, a) ∈ R

推移律 ∀a, b, c ∈ X, (a, b) ∈ R, (b, c) ∈ R =⇒ (a, c) ∈ R

(a, b) ∈ R のとき、a ∼ b などと書くこともある。
同値関係の例：通常の等号、元の個数が同じ集合、図形の合同、図形の相似、整数
の合同。

R ⊂ X × X を X 上の関係で、反射律、対称律をみたすとする。このとき、R ⊂
R̃ ⊂ X × X なる関係 R̃ で推移律をみたす最小の R̃ を、R の推移閉包 (transitive

closure) とよぶ。すなわち

R̃ = {(a, b) ∈ X × X | ∃n ∈ N, ∃a1, a2, . . . , an ∈ X, (a, a1), (a1, a2), . . . , (an, b) ∈ R}
∪ R.

反射律、推移律に加えて以下の条件を満たす関係 R ⊂ X × X を X 上の順序関係
といい、(X,R) を半順序集合という。
反対称律 ∀a, b ∈ X, (a, b) ∈ R, (b, a) ∈ R =⇒ a = b

(a, b) ∈ R のとき、a * b などと書くこともある。
順序関係の例：通常の不等式、元の個数の大小、集合の包含、部分列、自然数の
整除。
さらに、

∀a, b ∈ X, ((a, b) ∈ R or (b, a) ∈ R)

が成り立つとき、(X,R) を全順序集合という。
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