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小テストの解説。一般に、整数 k に関する条件 p(k) を満たす k の最大値が r とは、

p(r) ∧
(
∀k > r, p(k)

)
と書ける。p(k) として「ある k次の小行列 B があってその行列式が 0 でない」（その否
定は (∀B : k次の小行列, det B = 0) となる）という条件をとることで、定理を論理記
号を用いて書き表すことができる。
定理２の意味は次の通り。代数学の基本定理によれば、複素数を係数とする多項式は
複素数の範囲で１次式に因数分解される。したがって

f(x) = (x − α1)
m1 · · · (x − αj)

mj

ただし α1, . . . , αj は複素数、m1, . . . ,mj は正の整数である。f(a) = 0 =⇒ g(a) = 0 と
いうことは、g(x) は α1, . . . , αj を解に持つということだから、因数定理により g(x) は
x − α1, . . . , x − αj で割り切れる。よって

g(x) = (x − α1)
l1 · · · (x − αj)

lj(x − β1)
n1 · · · (x − βk)

nk

という形に書ける。mi と li の大小関係はわからないが、正整数 n を十分大きくとれば
（例えば n = max{m1, . . . ,mj}）、

∀i : 1 ≤ i ≤ k, mi ≤ nli

が成り立つ。このとき、f(x)|g(x)n となる。

∀a ∈ C : f(a) = 0, g(a) = 0

は、f(a) = 0 という付帯条件をみたす複素数 a に限っては、必ず g(a) = 0 が成り立つ、
という意味である。したがって

∀a ∈ C (f(a) = 0 =⇒ g(a) = 0)

と書くこともできる。一般に

(∀x ∈ X : p(x), q(x)) = (∀x ∈ X, (p(x) =⇒ q(x))).

これを用いて、小テスト定理２の条件を「:」を使わずに書き直すことができる。
集合論の教科書でよくある演習問題：A ∪B = B ⇐⇒ A ⊂ B は次のようにして証明
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できる。

(A ∪ B = B) =
((

p(x) ∨ q(x)
)

⇐⇒ q(x)
)

=
((

p(x) ∨ q(x)
)

=⇒ q(x)
)
∧

((
p(x) ∨ q(x)

)
⇐= q(x)

)
=

((
p(x) ∨ q(x)

)
∨ q(x)

)
∧

(
(p(x) ∨ q(x)) ∨ q(x)

)
=

((
p(x) ∧ q(x)

)
∨ q(x)

)
∧

(
p(x) ∨ (q(x) ∨ q(x))

)
=

((
p(x) ∧ q(x)

)
∨ q(x)

)
=

(
p(x) ∨ q(x)

)
∧

(
q(x) ∨ q(x)

)
=

(
p(x) ∨ q(x)

)
=

(
p(x) =⇒ q(x)

)
= (A ⊂ B).

次が成立する。 (∩
i∈I

Ai

)
× B =

∩
i∈I

(Ai × B)(∪
i∈I

Ai

)
× B =

∪
i∈I

(Ai × B)

これらを証明するために、一般化された分配法則を用いる。

p ∨ (∀i, qi) = ∀i, (p ∨ qi), (1)

p ∧ (∃i, qi) = ∃i, (p ∧ qi) (2)

実際、

(x, y) ∈

(∩
i∈I

Ai

)
× B ⇐⇒

(
x ∈

∩
i∈I

Ai

)
∧ (y ∈ B)

⇐⇒ (∀i ∈ I, x ∈ Ai) ∧ (y ∈ B)

⇐⇒ ∀i ∈ I, ((x ∈ Ai) ∧ (y ∈ B)) ((1) より)

⇐⇒ ∀i ∈ I, (x, y) ∈ Ai × B

⇐⇒ (x, y) ∈
∩
i∈I

(Ai × B),
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(x, y) ∈

(∪
i∈I

Ai

)
× B ⇐⇒

(
x ∈

∪
i∈I

Ai

)
∧ (y ∈ B)

⇐⇒ (∃i ∈ I, x ∈ Ai) ∧ (y ∈ B)

⇐⇒ ∃i ∈ I, ((x ∈ Ai) ∧ (y ∈ B)) ((2) より)

⇐⇒ ∃i ∈ I, (x, y) ∈ Ai × B

⇐⇒ (x, y) ∈
∪
i∈I

(Ai × B),

もっと一般に、 ∩
i∈I

(∏
j∈J

Ai,j

)
=

∏
j∈J

(∩
i∈I

Ai,j

)
が成り立つ。実際、

(xj)j∈J ∈
∏
j∈J

(∩
i∈I

Ai,j

)
⇐⇒ ∀j ∈ J, xj ∈

∩
i∈I

Ai,j

⇐⇒ ∀j ∈ J, (∀i ∈ I, xj ∈ Ai,j)

⇐⇒ ∀(i, j) ∈ I × J, xj ∈ Ai,j

⇐⇒ ∀i ∈ I, (∀j ∈ J, xj ∈ Ai,j)

⇐⇒ ∀i ∈ I, (xj)j∈J ∈
∏
i∈I

Ai,j

⇐⇒ (xj)j∈J ∈
∩
i∈I

(∏
i∈I

Ai,j

)
.

集合 A のベキ集合 2A とは、A の部分集合全体からなる集合とする。

2A = {B | B ⊂ A}

例えば、A = {1, 2, 3} のとき、

2A = {{1, 2, 3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1}, {2}, {3}, ∅}

である。{1, 2} ⊂ A, {1, 2} ∈ 2A, {{1, 2}} ⊂ 2A, {{1}, {2}} ⊂ 2Aは真であるが{1, 2} ⊂ 2A

は偽である。
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