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1 序章
コンパクト Riemann多様体の崩壊において，関数に作用する Laplacianの固有値

の振る舞いは良く研究されている．例えば，Fukaya により，断面曲率の上下と直径
を上から押さえた Riemann 多様体の族において，measured Gromov-Hausdorff 収
束の下で，各固有値が極限空間の固有値に収束することが示された [F-87]．これ以
後多くの結果が発展し，最近では Shioya により，曲率が下に有界な Alexandrov 空
間の族において，Gromov-Hausdorff収束の下で同様の結果が成立することが示さた
[S-01]．
しかし，曲率の有界性を仮定しないと，一般に固有値の収束は成立しない．とこ

ろが，曲率が有界でない場合でも，興味深い固有値の収束の結果が知られている．
例えば，Chavel-Feldman のハンドルの崩壊や，Anné による鉄亜鈴の崩壊の結果が
ある．
我々は連結和の崩壊，すなわち，２つの多様体の連結和の一方を一様に１点に潰

した場合の固有値の収束問題を，Anné と Colbois による方法 [A-87], [AC-95] をも
とに研究した．

図 1: 連結和の崩壊 (M, gε)

その崩壊を記述しよう．(Mi, gi), i = 1, 2,を同じ次元m (m ≥ 2)の連結，向き付け
可能な，閉 Riemann多様体とする．そして，各計量がある点 xi ∈Mi の半径 ri の測
地的 ball Bi(ri)において Euclid的になっているとする．この仮定は技術的に簡略化す
るためのもので，取り除くことができる．さらに，(M2, g2)を潰す多様体とするので，
計量のスケールを変えることで r2 > 1としてよい．今，(Mi(r), gi) := (Mi, gi)\Bi(r)

と書くとき，２つの境界付き多様体 (M1(ε), g1) と (M2(1), ε
2g2) の境界は等長的で

あり，その等長写像を Φε とする．さらに，g2 を境界の近傍で少し変形することで，
それらを張り合わせて得られる多様体 (M, gε) := (M1(ε), g1)∪Φε (M2(1), ε

2 g2) は向
き付けられた C∞ 級の Riemann 多様体となる．
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(M, gε) の Laplacian の固有値を

0 = λ0(M, gε) < λ1(M, gε) ≤ · · · ≤ λk(M, gε) ≤ · · ·

と書き，(M1, g1) についても同様の記法を用いる．
この時，次の収束定理が成立する．

定理 1.1 (収束定理 [T-01b]). すべての k = 0, 1, . . . , に対して，以下の固有値の
収束が成立する．

lim
ε→0

λk(M, gε) = λk(M1, g1).

証明から対応する固有関数の収束も言える．
なお，極限空間が同じでも，潰し方によって固有値の極限が異なることに注意し

たい [F-87]．我々の収束定理は，一様に潰すことで完全に残りの多様体の固有値に
収束することを示している．
以下，定理 1.1 の証明を行う．まず，2 章で準備を行い，3 章では固有値の上から

の評価を，そして，4 章では下からの評価を示す．

次に，この崩壊における微分形式に作用する Laplacian の固有値の場合を考察し
たい．現段階では，まだ収束定理には至っていないが，固有値の上からの評価は得
ることができた．
(M, gε) の p-form に作用する Laplacian の固有値を

0 ≤ λ̄
(p)
1 (M, gε) ≤ λ̄

(p)
2 (M, gε) ≤ · · · ≤ λ̄

(p)
k (M, gε) ≤ · · · ,

と書き，そして，正の固有値を

0 < λ
(p)
1 (M, gε) ≤ λ̄

(p)
2 (M, gε) ≤ · · · ≤ λ̄

(p)
k (M, gε) ≤ · · · ,

と書く．両者の関係は，bp(M)をM の p次の Betti数としたとき，　 λ̄
(p)
k+bp(M)(M, gε) =

λ
(p)
k (M, gε) (k ≥ 1) である．

定理 1.2.

lim sup
ε→0

λ̄
(p)
k (M, gε) ≤

{
0 for k = 1, . . . , bp(M),

λ
(p)
k−bp(M)(M1, g1) for k ≥ bp(M) + 1.

定理 1.2 の証明を 5 章で行い，一つの応用として，関数と 1-form の固有値の gap

問題 [T-01a] の定理 1.2 において，1 次の Betti 数の仮定が外せることを最後の 6

章で述べる．今後の課題は下からの評価を示し，微分形式の場合の固有値の収束定
理を完成することである．
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2 Sobolev 空間と Laplacian

この章では，(M, gε) 上の解析を (M1(ε), g1) と (M2(1), ε
2g2) の別々に議論する

ため，Anné と Colbois によって導入された Sobolev 空間と Laplacian を復習する
[A-87]，[AC-95]．
まず，(M, gε) 上の L2 空間を次で定める．

定義 2.1.

L2(M, gε) := L2(M1(ε), g1)× L2(M2(1), ε
2g2).

次に，(M, gε) 上の Sobolev 空間 H1 と H2 を定めるために， (M1(ε), g1) と
(M2(1), ε

2g2) の境界にある貼り付け条件を課す．ここで，境界値は trace 作用素の
意味で取る (例えば，[RR-92] を参照)．

定義 2.2.

H1(M, gε) := {f = (f1, f2) ∈ H1(M1(ε), g1)×H1(M2(1), ε
2g2) |

f1 �∂M1(ε)= f2 �∂M2(1) ◦Φε in L2(∂M1(ε), ∂g1)}.
H2(M, gε) := {f = (f1, f2) ∈ H2(M1(ε), g1)×H2(M2(1), ε

2g2) |
f1 �∂M1(ε)= f2 �∂M2(1) ◦Φε in H1(∂M1(ε), ∂g1),

ν1(f1) �∂M1(ε)= −ε−1ν2(f2) �∂M2(1) ◦Φε

in L2(∂M1(ε), ∂g1)}.

ただし，∂gi は境界に自然に引き起こされる計量であり，ν1 と ν2 は，それぞれ
(M1(ε), g1) と (M2(1), g2) の境界上に沿った外向き単位法ベクトル場である．

以上，ここで導入した空間の内積は，(M1(ε), g1)と (M2(1), ε
2g2) の空間の内積の

直和内積とする．
次に，(M, gε) 上の２次形式 Qε と，Laplacian ∆ε を定める．

定義 2.3. 各 f = (f1, f2) ∈ Dom(∆ε) := H2(M, gε) に対し，(M, gε) 上の Laplacian

∆ε を

∆ε(f1, f2) := (∆g1f1,∆ε2g2f2)

で定める．ここに，∆g は計量 g に対する通常の Laplacian である．

定義 2.4. 2 次形式 qg1 , qg2 を

qg1(f1, h1) :=

∫
M1(ε)

⟨df1, dh1⟩g1dµg1 (f1, h1 ∈ H1(M1(ε), g1)),

qg2(f2, h2) :=

∫
M2(1)

⟨df2, dh2⟩g2dµg2 (f2, h2 ∈ H1(M2(1), g2))
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で定め，また Dom(Qε) := H1(M, gε) 上の 2 次形式 Qε を，

Qε(f, h) := qg1(f1, h1) + qε2g2(f2, h2)

=

∫
M1(ε)

⟨df1, dh1⟩g1dµg1 + εm−2

∫
M2(1)

⟨df2, dh2⟩g2dµg2 ,

(f = (f1, f2), h = (h1, h2) ∈ Dom(Qε)) で定める．

補題 2.5. 2次形式 Qε は Laplacian ∆ε に引き起こされる，すなわち，f = (f1, f2) ∈
Dom(∆ε) と h = (h1, h2) ∈ Dom(Qε) に対して，

Qε(f, h) = (∆εf, h)L2(M,gε).

証明はそれぞれの部分で Stokes の定理を実行する．その際，境界の積分の項が生
じるが，貼り付け条件よりお互いにキャンセルする．
ここで定義した Laplacian は (M, gε) の通常の Laplacian の性質を満たし，両者

の固有値は一致する．
なお，微分形式の場合も同様の考え方で Sobolev 空間と Laplacian を定義するが，

貼り付け条件は複雑である．ここでは特別必要ないので省略する．

3 定理 1.1 の証明, I

この節では，上からの評価 lim supε→0 λk(M, gε) ≤ λk(M1, g1) の証明を min-max

原理を用いて行う．まず，ここで用いる min-max 原理は次のタイプである．

補題 3.1 (min-max 原理).

λk(M, gε) = inf
Eε⊂H1(M,gε)

sup
uε ̸=0∈Eε

{
qg1(uε, uε)

∥uε∥2L2(M1(ε),g1)

}
.

ここに，Eε は H1(M, gε)の (k+1)次元部分空間を亘る．ちなみに，k でなく (k+1)

次元部分空間となるのは，固有値の番号を 0 から数えているためである．

fi (i = 0, 1, . . . , k) を固有値 λi(M1, g1) に対応する固有関数で，互いに L2 内積に
関して正規直交となるものとする．今，cut-off function χε を次のように定める．

χε(r) :=


0 (0 ≤ r ≤ ε),

− 2
log ε

log
(
r
ε

)
(ε ≤ r ≤

√
ε),

1 (
√
ε ≤ r).

ただし，r は x1 ∈M1 からの距離である．この cut-off function は Courtois [Ct-87]

によって構成された．
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この時，Eε を {χεf0, · · · , χεfk} によって生成される部分空間とすると，0 拡張に
より H1(M, gε) の部分空間になる．補題 3.1 から，

λk(M, gε) ≤ sup
uε ̸=0∈Eε

{
qg1(uε, uε)

∥uε∥2L2(M1(ε),g1)

}
(3.1)

である．m ≥ 2 なので,∫
B(x1,

√
ε)

|dχε|2g1dµg1 =
4vol(Sm−1(1))

(log ε)2

∫ √
ε

ε

rm−3dr → 0, ε→ 0

である. このことを用いて (3.1) の右辺を計算すると，

λk(M, gε) ≤ λk(M1, g1) + δ(ε)

を得る．ただし，δ(ε) は ε→ 0 の時 → 0 となる項である．�

4 定理 1.1 の証明, II

この章では，下からの評価 λk(M1, g1) ≤ lim infε→0 λk(M, gε) =: αk の証明を行う．
なお，この章では C で添字や関数によらない正の定数を表わすことにする．
fj,ε = (f 1

j,ε, f
2
j,ε) ∈ Dom(Qε) (j = 0, 1, . . . , k) を固有値 λj(M, gε) に関する正規直

交的な固有関数とする．我々は fj,ε から (M1, g1) の固有関数を構成したい．
まず，f 1

j,ε の調和関数としての拡張 f̄ 1
j,ε ∈ H1(M1, g1) が存在し，次の評価式が成

立する ([RT-75])：

∥f̄ 1
j,ε∥H1(M1,g1) ≤ C∥f 1

j,ε∥H1(M1(ε),g1). (4.1)

すると，3 章の固有値の上への有界性から，族 {f̄ 1
j,ε}ε>0 は H1(M1, g1) ノルムに関

して一様有界であることが分かる．よって，弱コンパクト性定理から，ある部分列
{f̄ 1

j,εi
}∞i=1 と f̄ 1

j ∈ H1(M1, g1) が存在して，λj(M, gεi) → αj かつ f̄ 1
j,εi

→ f̄ 1
j (εi →

0) H1(M1, g1) 弱収束する．さらに，Rellich の定理より，埋め込み H1(M1, g1) ⊂
L2(M1, g1) はコンパクトなので，{f̄ 1

j,εi
}i は L2(M1, g1) で強収束する.

この時，極限 f̄ 1
j が (M1, g1) の固有関数になることを示す．すべての support が

コンパクトな C∞ 関数 φ ∈ C∞
0 (M1 \ {x1}) に対して，

qg1(f̄
1
j , φ) = αj (f̄

1
j , φ)L2(M1,g1)

の成立が分かる．今，埋め込み C∞
0 (M1\{x1}) ⊂ H1(M1, g1)は denseなので（例えば，

[A-86] を参照)，すべての φ ∈ H1(M1, g1) に対して，qg1(f̄
1
j , φ) = αj(f̄

1
j , φ)L2(M1,g1)

が成立する．弱解の正則性定理から，f̄ 1
j ∈ C∞(M1) であり∆g1 f̄

1
j = αj f̄

1
j が成立

する．
もし，{f̄ 1

0 , . . . , f̄
1
k}が正規直交的であれば，固有値の番号付けから λk(M1, g1) ≤ αk

が結論できる．
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そこで，以下では {f̄ 1
0 , . . . , f̄

1
k} が正規直交的であることを示す．

まず，f̃ 2
j,ε := εm/2f 2

j,ε と置く. すると，{f̃ 2
j,εi

}i は H1(M2(1), g2) で有界なことが
分かるので，部分列 {f̃ 2

j,εi
}i と f̃ 2

j ∈ H1(M2(1), g2) が存在して，f̃ 2
j,εi

→ f̃ 2
j (i→ ∞)

が H1(M2(1), g2) 弱収束，かつ，L2(M2(1), g2) 強収束する．

補題 4.1. f̃ 2
j = 0 が成立する.

この補題が成立すれば，最初の正規直交性が極限 {f̄ 1
0 , . . . , f̄

1
k} においても保たれ

ることが分かる．
以下，補題 4.1 の証明をしよう．f̃ 2

j,εi
→ f̃ 2

j は H1(M2(1), g2) で弱収束するので，

∥df̃ 2
j ∥2L2(M2(1),g2)

≤ lim inf
i→∞

εi
2Qεi(fj,εi , fj,εi) = 0,

すなわち，f̃ 2
j は定数である．さらに，f̃

2
j,εi

→ f̃ 2
j は H1(M2(1), g2) で強収束するこ

とも分かる．
一方，f̃ 2

j �∂M2(1)= 0 となることが分かる．実際，fj,εi の貼り付け条件 (定義 2.2)

とAnné [A-87] による trace estimate から，

∥f̃ 2
j,εi

�∂M2(1) ∥L2(∂M2(1),∂g2) ≤

{
Cεi

√
| log εi| ∥f 1

j,εi
∥H1(M1(εi),g1) (m = 2),

Cεi ∥f 1
j,εi

∥H1(M1(εi),g1) (m ≥ 3)

が成立する．∥f 1
j,εi

∥H1(M1(εi),g1) の有界性から，∥f̃ 2
j,εi

�∂M2(1) ∥L2(∂M2(1),∂g2) → 0 (i→
∞) を得る．ゆえに，trace 作用素の連続性より，f̃ 2

j �∂M2(1)= 0 である．f̃ 2
j は定数

だったので，f̃ 2
j = 0 が結論される．

こうして，すべての証明が完了し，定理 1.1 の成立が分かる．�

5 微分形式の場合
この章では定理 1.2 の証明を min-max 原理を用いて行う．まず，Hodge theory

より，k = 1, . . . , b (b := bp(M)) に対して，λ̄(p)k (M, gε) ≡ 0 (ε > 0) である．そこで，
lim supε→0 λ

(p)
k (M, gε) ≤ λ

(p)
k (M1, g1) を示せばよい．

min-max 原理より H1(ΛpM, gε) の任意の (k + bp(M))-次元部分空間 Eε に対し
て，次の不等式が成立する：

λ
(p)
k (M, gε) = λ̄

(p)
k+bp(M)(M, gε) ≤ sup

uε ̸=0∈Eε

Qε(uε, uε)

∥uε∥2L2(Λp M,gε)

. (5.1)

今，Eε として，{ψε,1, . . . , ψε,b, χεφ1, . . . , χεφk} で生成される部分空間を取る．た
だし，{ψε,1, . . . , ψε,b} は harmonic p-forms の空間 Hp(M ; gε) の正規直交底とし，
{φ1, . . . , φk} を固有値 λ

(p)
j (M1, g1) に対応する (M1, g1) 上の正規直交的な固有 p-

forms とする．そして，χε は次を満たす C∞ 級の cut-off function である:

χε(r) :=

{
0 (0 ≤ r ≤ ε),

1 (2 ε ≤ r),
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かつ，|dχε| ≤ C/ ε (ε ≤ r ≤ 2 ε) を満たす．ここに，r は x1 からの距離である.

Eε の元 uε は次のように書ける:

uε =
b∑

i=1

ai,εψε,i +
k∑

j=1

cj,εχε φj .

ただし，ai,ε, cj,ε は ε による定数である．まず，(5.1) の分子は，

Qε(uε, uε) ≤ (λ
(p)
k (M1, g1) + δ(ε))

k∑
i=1

ci,ε
2

と評価できる．ここに，δ(ε) → 0 (ε→ 0)．他方，分母は

(ψε,i, χε φj)L2(Λp M1,g1) → 0, (χε φi, χε φj)L2(Λp M1,g1) → δij (ε→ 0)

であることが分かるので，

∥uε∥2L2(Λp M,gε) ≥ (1− δ(ε)){
b∑

i=1

ai,ε
2 +

k∑
i=1

ci,ε
2}

が従う．こうして，以上の不等式を (5.1) に代入することで,

λ
(p)
k (M, gε) ≤ λ

(p)
k (M1, g1) + δ(ε)

が得られる．ただし， δ(ε) とは ε→ 0 の時，→ 0 となる項である．�

6 関数と 1-form の固有値の gap 問題への応用
この章ではこれまでの結果の一つの応用として，論文 [T-01a] において議論した

関数と 1-form の 固有値の gap の問題を考える．
(Mm, g) を m 次元の連結向き付けられた閉 Riemann 多様体とする. λ

(0)
1 (M, g)，

λ
(1)
1 (M, g) でそれぞれ関数 (0-form)，1-form の正の第 1 固有値を表す．Laplacian

∆ と外微分作用素 d の可換性から，λ(1)1 (M, g) ≤ λ
(0)
1 (M, g) が成立する．我々はこ

の不等式における等号の成立と不成立の状況を研究した．簡単のために，等号の成
立する時の計量を gap がないと呼び，等号の成立しない時を gap があると呼ぶ．
そして，我々は m (m ≥ 3) 次元の連結向き付けられた閉 Riemann 多様体 M 上

に，それぞれ，gap のない/ある計量の存在を調べ，次の事実を得た．

定理 6.1 ([T-01a]). M 上の計量 g で

λ
(1)
1 (M, g) = λ

(0)
1 (M, g)

となるもの，すなわち，gap のない計量が存在する．

今回，gap のある計量の存在を示すことができた．
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定理 6.2. M 上の計量 g で

λ
(1)
1 (M, g) < λ

(0)
1 (M, g)

を満たすもの，すなわち，gap のある計量が存在する．

この定理 6.2 は 98年の幾何学シンポジウム [T-98] で発表したが，その後，証明
の一部に欠陥のあることが分かった．[T-01a] では，1次の Betti 数 b1(M) = 0 を満
たす多様体で gap のある計量の存在を示した．今回，この Betti 数の仮定のない一
般の場合の証明が完成した．

定理 6.1, 6.2 より，3 次元以上の閉多様体上には gap のない/ある計量の存在に位
相的障害がないことが分かる．計量に曲率の条件を課した場合の gap 問題は興味深
いと思うが，現在その詳細は不明である．なお，2 次元の場合は固有値の双対性か
らすべての計量に対して gap が無い．
以下，定理 6.2 を示そう．まず，球面 Sm 上に gap のある計量が存在した [T-01a]

ので，それを，(M1, g1) とする．標準的な計量では gap がないことを注意してお
く．一方，M に任意の計量を入れた Riemann 多様体を (M2, g2) とする．そして，
[AC-93] より，(M1, g1) (M2, g2) ともに 1 章で作った連結和の崩壊の仮定を満たす
としてよいことが分かる．
よって，定理 1.1 と定理 1.2 から次が分かる．

lim
ε→0

λ
(0)
1 (M, gε) = λ

(0)
1 (Sm, g1),

lim sup
ε→0

λ
(1)
1 (M, gε) ≤ λ

(1)
1 (Sm, g1).

ゆえに，(Sm, g1) は gap があるので，十分小さい ε0 > 0 に対して，

λ
(1)
1 (M, gε0) < λ

(0)
1 (M, gε0)

となる．こうして，M 上に gap のある計量 gε0 が存在することが分かる． �
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Sup. (4), 20 (1987), 271–280.
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