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1 序章
(Mm, g) を連結，向き付けられた m 次元閉 Riemann 多様体とする．(M, g) 上の

p-form に作用する Laplacian ∆ = d δ+ δ d の正の固有値を，重複度をこめて，

0 < λ
(p)
1 (M, g) ≤ λ

(p)
2 (M, g) ≤ · · · ≤ λ

(p)
k (M, g) ≤ · · · → ∞

と書く．また，0 固有値は重複度を考慮せずに，一括して λ
(p)
0 (M, g) = 0 とかく．こ

れは，0 固有値の重複度は p 次 Betti 数と位相不変量であるから（de Rham-Hodge-

Kodaira 理論），計量に依存する正の固有値と分けて考えるためである．
p-form のスペクトル幾何学の基本的なテーマの一つは，(M, g) の幾何と固有値

λ
(p)
k (M, g) の関係を明らかにすることである．このために有効なアプローチとして，
固有値を幾何学的なデータで上下から評価する，ということが考えられる．
まず，p = 0，すなわち，関数に作用する Laplacianの固有値の場合，λ(0)1 (M, g)の

値は Ricci曲率の下限と直径によって制御される．正確には，(M, g)が Ric ≥ −κ2か
つ 0 < d− ≤ diam(M, g) ≤ d+ を満たすとき，ある定数 C1(m,κ, d+), C2(m,κ, d−) >

0 が存在して

0 < C1(m,κ, d+) ≤ λ
(0)
1 (M, g) ≤ C2(m,κ, d−) (1.1)

が成立する．左の不等式は，Gromov [G-80], Li and Yau [LY-80] により，右の不等
式は Cheng [C-75] による．
一方， p-form (1 ≤ p ≤ m − 1) の場合には，一般に (1.1) のアナロジーは成

立しない．実際，2 種類の閉 Riemann 多様体の族 {(Mk, gk,i)}∞i=1 (k = 1, 2) で,

Ricgk,i ≥ −κ2 かつ 0 < d− ≤ diam(Mk, gk,i) ≤ d+ を満たし，i→ ∞ のとき

(1) λ
(p)
1 (M1, g1,i) → 0,

(2) λ
(p)
1 (M2, g2,i) → ∞

となる物が存在する．この時，我々は (1) の固有値を小さい固有値と呼び，(2) の
固有値を大きい固有値と呼ぶ．これらの固有値は関数の場合では存在せず，微分形
式の場合特有の現象である．
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さて，小さい固有値と大きい固有値の典型的な例を挙げる．
例 1.(小さい固有値) π : (S2n+1, g) → (CPn, hCPn) を Hopf S1-bundle とする．この
時，計量 g を次のように変形する：ε > 0 に対して，

gε = ε2gV ⊕ gH

と置く．ただし，gV と gH は g の垂直成分，水平成分である．この計量を備えた球
面 (S2n+1, gε) は，Berger 球面と呼ばれる．この時，[CC-90], [CC-00], [F-95] より，
小さい固有値の存在が分かる．

命題 1.1. ε に依らないある定数 C > 0 が存在して，すべての 1 ≤ p ≤ 2n に対し
て ε→ 0 の時，

λ
(p)
1 (S2n+1, gε) → 0, λ

(p)
2 (S2n+1, gε) ≥ C

である．

特に，この場合，小さい固有値が丁度 1 個存在することが分かる．もちろん，一
般には複数個存在することもあるし，全く存在しないこともある．
例 2.(大きい固有値) S1 上の自明な S3-bundle M4 := S3 × S1 を考える．この
時，M に以下のような直積計量の族 gε を導入する．pr2 : (M4 := S3 × S1, gε :=

ε2 gS3 ⊕ gS1) → (S1, gS1), ε > 0．ここに，pr2 は第 2 成分への射影を表す．この時，
Kgε ≥ 0 である．

命題 1.2. ε に依らないある定数 C > 0 が存在して，ε→ 0 の時，

λ
(p)
1 (M4, gε)

{
≤ C if p ̸= 2,

→ ∞ if p = 2

である．すなわち，2-form に大きい固有値が現れる．

証明は，固有値に対する Künneth の公式（直積多様体の固有値は各々の多様体の
固有値の和になる，[GLP-99]）を用いて簡単にできる．しかし，これは後の議論の
基本となるので，ここで証明を与えておく．

Proof. p = 2の時，つまり，大きい固有値の存在の証明をする（他の場合は明らか）．
固有値に対する Künneth の公式より，

λ
(2)
1 (M, gε) = min

a+b=2,i+j ̸=0
{λ(a)i (S3, ε2gS3) + λ

(b)
j (S1, gS1)}

= min{ε−2 λ
(1)
1 (S3, gS3) + λ

(1)
0 (S1, gS1), ε−2 λ

(2)
1 (S3, gS3) + λ

(0)
0 (S1, gS1)}

（ (a, b) の取り得る組は (1,1), (2,0) の２通りしか無いことに注意）

= ε−2min{λ(1)1 (S3, gS3), λ
(2)
1 (S3, gS3)} → ∞, as ε→ 0

が分かる．ここで，Hq(S3;R) = 0 (q = 1, 2)，つまり，(S3, gS3) に 0 固有値が存在
しないことが鍵となっている．
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より一般に，adiabtic limit の場合を見る．π : (Mm, g) → (Nn, h) を閉 Riemann

多様体間の Riemannian submersion で，fiber F も閉多様体とする．ただし，次元
は m > n ≥ 1 とし，fiber の次元を r := m− n と書く．この時，M 上の Riemann

計量の族 gε を

gε := ε2 gV ⊕ gH , ε > 0,

と定める．ただし，gV は g の垂直成分，gH は水平成分である．ε→ 0の時， (M, gε)

は Gromov-Hausdorff距離に関して (N, h)に収束する．この収束する族を adiabatic

limit と呼ぶ（正確には水平方向を伸ばすのだが，この場合も adiabatic limit と呼ば
れている）．adiabatic limitにおいて，一般には曲率の有界性は保たれない．Forman

[F-95] の結果を用いれば，adiabatic limit の場合の p-form の大きい固有値の存在は
以下のように特徴づけることができる．

定理 1.3 ([T-05a]). 上述の adiabatic limitに対して，次の３つの条件は同値である：

(1) λ
(p)
k (M, gε) → ∞ as ε→ 0 for all k ≥ 1;

(2) λ
(p)
k (M, gε) → ∞ as ε→ 0 for some k ≥ 1;

(3) n < p < r and Hq(F ;R) = 0 for all q with p− n ≤ q ≤ p.

こうして，adiabatic limit の場合の大きい固有値の存在には，form の次数の制限
と fiber のコホモロジー群の消滅が関係していることが分かる．

我々は，他の（fiber bundle になっていない）崩壊の場合でも，このような事実が
成立することを示すのが目標である（定理 2.1, 2.2）．
他方，大きい固有値が存在するのはかなり特殊な場合であると思われる．そこで，

大きい固有値が存在しないための条件も考察する（系 6.7）．
なお，その他の小さい固有値，大きい固有値の例は， [ACGR-03], [L-02a], [L-02b],

[L-04] , [J-03], [J-05], [T-02] 等で得られている．

2 主定理 —大きい固有値の存在—

この章では，まず我々の考察する崩壊を構成し，その後，その崩壊に対する大き
い存在の結果（主定理，定理 2.1, 2.2）を述べる．
２つの連結，向き付け可能な境界付きコンパクト Riemann多様体 (Nn, gN), (W

r+1, gW )

を考える（n, r ≥ 1）．計量 gN , gW は境界の近くのカラー近傍上で直積的であると
仮定する．この時，これらの多様体の境界を (Z := ∂N, gZ), (F := ∂W, gF ) と書く．
ここに， gZ , gF は標準的に導かれる計量である．
ε > 0 に対して，次の 2 つの境界を持つコンパクトな Riemann 多様体の族を考

える：

(M1, g1,ε) := (F ×N, ε2 gF ⊕ gN),

(M2, g2,ε) := (W × Z, ε2 gW ⊕ gZ).
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この時，両者の境界は (F × Z, ε2 gF ⊕ gZ) と等長なので，境界で貼り付けることに
よって，我々は新しい連結，向き付けられた閉 C∞-Riemann 多様体

(M, gε) := (M1, g1,ε) ∪∂ (M2, g2,ε)

を得る．この多様体の次元を m := r + n と書く．すると，ε→ 0 の時，(M, gε) は
Giromov-Hausdorff 距離に関して (N, gN) に収束（崩壊）する．

定理 2.1 ([T-05a]). n ≥ 2 の時，上で構成した崩壊 (Mm, gε) → (Nn, gN) に対し
て，次の３つの条件を考える：

(1) n < p < r;

(2) Hq(F ;R) = 0 for all q with p− n ≤ q ≤ p;

(3) Hq(W ;R) = Hq(W,∂W ;R) = 0 for all q with p− n+ 1 ≤ q ≤ p.

この時，ある定数 C > 0 が存在して，ε→ 0 のとき，

λ
(p)
1 (M, gε)

{
→ ∞ （条件 (1), (2), (3) をすべて満たす場合）,

≤ C （その他の場合）.

n = 1，すなわち，N = I （閉区間）の場合, 上の定理 2.1 の条件 (3) は必要ない．

定理 2.2 ([T-05a]). n = 1 の時，上で構成した崩壊 (Mm, gε) → (N1, gN) に対し
て，次の２つの条件を考える：

(1) 1 < p < m− 1;

(2) Hq(F ;R) = 0 for q = p− 1, p.

この時，ある定数 C > 0 が存在して，ε→ 0 のとき，

λ
(p)
1 (M, gε)

{
→ ∞ （条件 (1), (2) を満たす場合）,

≤ C （その他の場合）.

注意 2.3. 一般に，大きい固有値が存在ても，全体の空間のコホモロジー群が消える
とは限らない．実際，我々の状況で W := Tm \Dm, N := I と取ると，我々の崩壊
は m-次元トーラスの連結和 M = Tm♯Tm から区間 I となる．この時，F = Sm−1

なので，定理 2.2 より，大きい固有値が存在するが，Hp(M) ̸= 0 である．
なお，我々の崩壊は曲率を考慮していないが，曲率の条件を課した場合でも一般

には全体のコホモロジー群の消滅は言えないと思われる．

3 応用—球面の場合—

この章では主定理 2.1, 2.2 の応用として，特別な場合 M = Sm の時を考察する．
(Dk, gDk) を k-次元の閉 disk で，断面曲率 Kg

Dk
≥ 0 かつ境界の近傍では計量は直
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積的になっている物とする．さて，2 章で行った我々の多様体の崩壊の構成法にお
いて，

(Nn, gN) = (Dn, gDn),

(W r+1, gW r+1) = (Dr+1, gDr+1)

と取る（n, r ≥ 1）．この時，F = ∂W = Sr, Z = ∂N = Sn−1 より，我々の多様体
M は Sm と微分同相である：

M = (Sr ×Dn) ∪∂ (D
r+1 × Sn−1) ∼= Sm.

こうして，我々は m-次元球面から n-次元 disk への崩壊 (Sm, gε) → (Dn, gDn) で，
Kgε ≥ 0 かつ supSm Kgε → ∞ as ε → 0 となる物を得た．なお，この崩壊は低次元
の場合には [SY-00]（ 3 次元の時），[Y-02]（ 4 次元の場合）で与えられている．
さて，この球面の崩壊において，F = Sr,W = Dr+1 のコホモロジー群は消滅す

るので，定理 2.1, 2.2 の条件 (2), (3) は満たされる．ゆえに，系として次が分かる．

系 3.1. Sm 上の崩壊する計量の族 gε が存在して， (Sm, gε) は Kgε ≥ 0 を保った
まま (Dn, gDn) へ崩壊し，ε→ 0 の時，

λ
(p)
1 (Sm, gε)

{
→ ∞ if n < p < r = m− n,

≤ C if p ≤ n or r ≤ p

となる．ただし， C > 0 は ε によらない定数である．

注意 3.2. 一般に，閉多様体 M が，断面曲率が上下一様に有界の下で崩壊する計量
の族 {gi}i を許容すれば，Chern-Weil 理論より，Euler 数 χ(M) = 0 である．これ
より，χ(S2n) = 2 ̸= 0 なので，偶数次元球面 S2n は断面曲率が上下一様に有界の下
で崩壊できない．

4 定理 2.1，2.2 の証明 — 前半 —

この章では，定理 2.1, 2.2 の証明の前半，すなわち，大きい固有値の存在の証明
を行う．
我々は，固有値の下からの評価を得るために，McGowanの補題 [MG-93], Lemma

2.3 を用いる．これは，λ′(p)k と λ
′′(p)
k を，それぞれ exact と co-exact p-form に作用

する Laplacian の第 k 番目の固有値とする時，次で与えられる．

補題 4.1 (McGowan [MG-93]). (Mm, g) を連結，向き付けられた m 次元の閉
Riemann 多様体とする．{U1, U2} を M の開被覆とし，これに従属する 1 の分割を
{ρ1, ρ2} とする．今，np := dimHp−1(U12;R) と置く（ただし，U12 := U1 ∩ U2 ）．
この時，exact p-form に作用する Laplacian の固有値 λ

′(p)
np+1(M, g) は

λ
′(p)
np+1(M, g) ≥ 1

8

(
Cg(ρ)

ν
′(p−1)
1 (U12, g)

+ 2

)(
1

ν
′(p)
1 (U1, g)

+
1

ν
′(p)
1 (U2, g)

)
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と評価される．ただし，ν ′(p)1 は absolute boundary condition を満たす exact p-form

に作用する Laplacian の正の第 1 固有値を表し，

Cg(ρ) := max
i=1,2

max
x∈Ui

{|dρi|2g(x)}

とする．

さて，証明に入ろう．計量 gN , gW は，境界の collar近傍 ∂N×[0, r1)と ∂W×[0, s1)

上直積的なので，各々の計量は

gN = g∂N ⊕ dr2, gW = g∂W ⊕ ds2

と書ける．ただし，r と s は，[0, r1) と [0, s1) の座標である．
次に，M の開被覆 {U1, U2} を

U1 := M1 ∪ (∂M2 × [0, s1)),

U2 := M◦
2

と取り（M◦
2 は M2 開核を表す），この開被覆に従属した 1 の分割 {ρi}i=1,2 を以下

のように取る：

ρ1 =

{
1 on M1,

0 on M2 \ ∂M2 × [0, s1).

そして， ρ1 は ∂M2 × [0, s1] 上で座標 s のみの関数とする．また，ρ2 := 1− ρ1 と
取る．
まず，np = 0 であることが分かる．実際，Künneth の公式と条件 (2) より，

Hp−1(U1 ∩ U2;R) ∼= Hp−1(F × Z;R) ∼=
∑

a+b=p−1

Ha(F ;R)⊗Hb(Z;R) ∼= 0

となるからである．
さて，λ′(p)1 (M, gε) → ∞ (as ε → ε) を示すためには，補題 4.1 より次３つのこと

を示せば十分である．

補題 4.2. ε によらない定数 C1, C2, C3 > 0 が存在して，

(a) ν
′(p)
1 (U1, gε) ≥ C1 ε

−2,

(b) ν
′(p)
1 (U2, gε) ≥ C2 ε

−2,

(c)
Cgε(ρ)

ν
′(p−1)
1 (U12, gε)

≤ C3.

証明の詳細は省略するが，固有値の評価については，各 Ui と U12 が Riemann多様
体として直積なので，条件 (2), (3)より，第 1章の例 2と同様の議論から分かる．ま
た，Cgε(ρ)の評価は，1の分割の取り方から直ぐに分かる． �
こうして，補題 4.1，4.2 より，λ′(p)1 (M, gε) ≥ C ′ ε−2 が分かった．
最後に，Hodge duality λ

′′(p)
1 = λ

′(m−p)
1 を用いると，条件 (1), (2), (3) の下では

λ
(p)
1 (M, gε) ≥ C ′′ ε−2,

すなわち，大きい固有値の存在が分かる． �
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5 定理 2.1, 2.2 の証明 —後半—

この章では，定理 2.1, 2.2 の証明の後半，すなわち，固有値の一様有界性を示す．
証明は，次の 3 つの場合に分けて行う：

(a)条件 (1) を満たさない;

(b)条件 (1) は満たすが，(2) は満たさない;

(c)条件 (1) は満たすが，(3) は満たさない．

(a) の証明．始めに，互いに交わらない (N, gN) 内の閉領域 {Ui}bp+1
i=1 を取る．ここ

で， bp = bp(M) である．今，Dirichlet 条件（つまり，境界で 0 ）を満たす p-form

に作用する Laplacian の第 1 固有値を µ̃
(p)
1 と書く．境界値問題の一意性より，いつ

でも µ̃
(p)
1 > 0 である（cf. [A-89]）．この時，min-max 原理より，

λ
(p)
1 (M, gε) ≤ max

i=1,... ,bp+1
{µ̃(p)

1 (F × Ui, gε)}

が分かる．
さて，p ≤ n の場合，固有値に対する Künneth の公式から，

µ̃
(p)
1 (F × Ui, gε) ≤ λ

(0)
0 (F, ε2 gF ) + µ̃

(p)
1 (Ui, gN) = µ̃

(p)
1 (Ui, gN)

が分かる．ゆえに，λ(p)1 (M, gε) の有界性が分かる．なお，r ≤ p の場合は，Hodge

duality から有界性が分かる．
(b) の証明．場合 (b) は，n < p < r かつ，ある p− n ≤ q0 ≤ p となる q0 が存在し
て，Hq0(F ;R) ̸= 0 である．よって，(F, ε2 gF ) 上に harmonic q0-form が存在するの
で，Künneth の公式より，

µ̃
(p)
1 (F × Ui, gε) ≤ λ

(q0)
0 (F, ε2 gF ) + µ̃

(p−q0)
1 (Ui, gN) = µ̃

(p−q0)
1 (Ui, gN)

と有界性が分かる．こうして，(b) の場合の証明が終わった．
最後に (c) の場合だが，証明は少し複雑である．

(c) の証明. n ≥ 2 で考えればよい．場合 (c) は次と同値である：n < p < r

かつ，ある p − n + 1 ≤ q0 ≤ p となる q0 が存在して，Hq0(W ;R) ̸= 0 あるいは，
Hq0(W,∂W ;R) ̸= 0である．今 (r+1)次元のコンパクトな領域 U := (F×[0, r1])∪∂W

を取ると，U ∼= W （微分同相）である．境界つきの de Rham-Hodge-Kodaira 理論
より，Hq0(W ;R) ̸= 0（あるいは， Hq0(W,∂W ;R) ̸= 0 ）であれば， (U, gU,ε) 上に
absolute (あるいは，relative) 条件を満たす非自明な harmonic q0-form φε が存在す
る．ただし，

gU,ε :=

{
ε2 gF ⊕ dr2 on F × [0, r1],

ε2 gW on W.

特に，φε は U 上で dφε ≡ 0 かつ δgU,ε
φε ≡ 0 を満たす．
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dimZ = n−1 ≥ 1なので，Z 上 (bp+1)個の 0でない (p−q0)-forms ψ1, . . . , ψbp+1

で，supp(ψi) ∩ supp(ψj) = ∅ if i ̸= j となるような物が取れる．今，M 上の滑らか
な cut-off function χ を以下を満たすように取る：

χ =

{
1 on (F × [0, r1

2
]× Z) ∪M2,

0 on M1 \ (F × [0, r1)× Z)

かつ，χ は F × [0, r1]×Z 上の区間の座標 r にのみ依存する関数である．このとき，
ε によらないある定数 C ≥ 1 が存在して，

|dχ|2gε ≤ C (5.1)

となる．
さて，M 上の C∞ p-form ωε,i を

ωε,i :=

{
χφε ∧ψi on U × Z,

0 その他

と定める．すると，supp(ωε,i) ∩ supp(ωε,j) = ∅ if i ̸= j なので，線型部分空間
Eε := ⟨ωε,1, . . . , ωε,bp+1⟩R ⊂ H1(ΛpM, gε)は (bp+1)次元である．ゆえに，min-max

原理により，

λ
(p)
1 (M, gε) ≤ max

i=1,... ,bp+1

{
∥dωε,i∥2L2(M,gε)

+ ∥ δgε ωε,i∥2L2(M,gε)

∥ωε,i∥2L2(M,gε)

}
(5.2)

が分かる．
我々は (5.2) の右辺を上から一様に評価したい．まず，(5.2) の分母は

∥ωε,i∥L2(M,gε) ≥ {∥φε ∥2L2(F×[0,
r1
2
], ε2 gF⊕dr2) + ∥φε ∥2L2(W,ε2 gW )}∥ψi∥2L2(Z,gZ). (5.3)

次に，(5.2) の分子の第 1 項を dφε ≡ 0 に注意して計算すると，

∥dωε,i∥2L2(M,gε) = ∥d(χφε ∧ψi)∥2L2(F×[0,r1]×Z,gε) + ∥d(φε ∧ψi)∥2L2(W×Z,ε2 gW⊕gZ)

≤ 2C{∥φε ∥2L2(F×[0,r1],ε2 gF⊕dr2) + ∥φε ∥2L2(W,ε2 gW )}

{∥ψi∥2L2(Z,gZ) + ∥dZψi∥2L2(Z,gZ)}.

(5.4)

最後に，(5.2) の分子の第 2 項を評価する．始めに，δgU,ε
φε ≡ 0 と (5.1) より，

| δgU,ε
(χφε)|gU,ε

≤ |dχ ∧ ∗gU,ε
(φε)|gU,ε

+ |χd ∗gU,ε
(φε)|gU,ε

≤
√
C|φε |gU,ε

.

これより，

∥ δgε ωε,i∥2L2(M,gε) = ∥ δgε(χφε ∧ψi)∥2L2(F×[0,r1]×Z,gε) + ∥ δgε(φε ∧ψi)∥2L2(W×Z,gε)

≤ 2C{∥φε ∥2L2(F×[0,r1],ε2 gF⊕dr2) + ∥φε ∥2L2(W,ε2 gW )}

{∥ψi∥2L2(Z,gZ) + ∥ δZ ψi∥2L2(Z,gZ)}.

(5.5)
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その結果，(5.3)，(5.4)，(5.5) を (5.2) に代入すると，

λ
(p)
1 (M, gε) ≤ 4C

∥φε ∥2L2(F×[0,r1],ε2 gF⊕dr2) + ∥φε ∥2L2(W,ε2 gW )

∥φε ∥2L2(F×[0,
r1
2
],ε2 gF⊕dr2)

+ ∥φε ∥2L2(W,ε2 gW )

max
i=1,... ,bp+1

{
∥ψi∥2L2(Z,gZ) + ∥dZψi∥2L2(Z,gZ) + ∥ δZ ψi∥2L2(Z,gZ)

∥ψi∥2L2(Z,gZ)

}

である．ここで，λ(p)1 (M, gε) の一様有界性を言うためには，harmonic form φε に関
する次の L2 a priori estimate を示せばよい：

∥φε ∥2L2(F×[0,r1], ε2 gF⊕dr2) ≤ 2∥φε ∥2L2(F×[0,
r1
2
], ε2 gF⊕dr2).

これは，φε が境界条件を満たす harmonic form であることから従う．ここでは証明
が長くなるので省略するが，証明のアイデアは Bär [B-96], Proposition 5.1 の方法
より，φε の cylinder 部分のノルムが境界から単調増加することを示せばよい．詳
細は論文 [T-05a] を参照して戴きたい．
以上より，固有値 λ

(p)
1 (M, gε)の有界性が従う． �

6 固有値の gap と長さが一定の harmonic forms

閉 Riemann 多様体 (M, g) 上の Laplacian の固有値 λ
(p)
1 (M, g) と λ

(q)
1 (M, g) の差

に，どのような幾何学的性質が反映しているのだろうか？
この章では，この問題に対する一つの部分的な解答を与え，その応用として，大

きい固有値の非存在定理を与える（系 6.7）．
そもそも，閉多様体 M は λ

(p)
1 (M, g) と λ

(q)
1 (M, g) の差があるような計量 g を許

容するであろうか？我々はまず q = 0 の場合を調べた．すなわち，p-form と関数の
それぞれに作用する Laplacian の第 1 固有値の差（gap）

Gap(p,0)(M, g) := λ
(p)
1 (M, g)− λ

(0)
1 (M, g)

が正，0，負となるような計量の存在を調べた．

定理 6.1 ([T-03]). Mm を任意の m ≥ 4 次元，連結，向き付けられた閉多様体と
する．このとき，すべての 2 ≤ p ≤ m − 2 に対して，M 上に 3 種類の計量 gi
(i = 1, 2, 3) が存在して，

(1) λ
(p)
1 (M, g1) > λ

(0)
1 (M, g1),

(2) λ
(p)
1 (M, g2) < λ

(0)
1 (M, g2),

(3) λ
(p)
1 (M, g3) = λ

(0)
1 (M, g3)

が成立する．

注意 6.2. p = 1 の場合も同様の主張が成立する．ただし，∆ と d が可換なことか
ら常に λ

(1)
1 ≤ λ

(0)
1 なので，(2), (3) が成立する計量が存在する，という主張になる

（ [T-01], [T-03] ）．
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こうして，Gap(p,0) の符号は閉多様体 M の位相不変量では無いことがわかる．
一方，Gap(p,0) の符号と (M, g)の幾何にはある関係が成立する．実際，もし Ricci

曲率が正の閉 Einstein 多様体に対して Gap(1,0) < 0 であれば，恒等写像は調和写
像の意味で弱安定である（[T-01], Theorem 1.3）．また，もし閉 Riemann 多様体が
非自明な parallel p-form を許容すれば，Gap(p,0) ≤ 0 となる（[T-03], Proposition

1.3）．さらに，parallel form を長さが一定な harmonic form に置き換えた時，同様
の主張を得ることが出来た．

定理 6.3 ([T-05b]). (M, g) を連結，向き付けられた閉 Riemann 多様体で，その p

次 Betti 数 bp(M) ≥ 1 とする．もし，すべての harmonic p-form の長さが一定で
あれば，すべての k ≥ 1 に対して，

λ
(p)
k (M, g) ≤ λ

(0)
k (M, g).

さらに，等号 λ
(p)
1 (M, g) = λ

(0)
1 (M, g) が成立するための必要十分条件は，f φ が

(M, g) の第 1 固有 p-form となることである．ただし，f は第 1 固有関数，φ は長
さ一定の非自明な harmonic p-form である．

注意 6.4. parallel form は長さ一定だが，定理 6.3 は上述の [T-03] の命題 1.3 の完
全な拡張では無い．実際，我々の定理 6.3 はすべての harmonic form が長さ一定と
いう条件を課しているが， [T-03] の命題 1.3 は一つの parallel form が存在すれば
従うからである．

そこで，すべてとは限らずに，少なくとも一つの harmonic form が長さ一定の場
合に興味が沸くが，その場合は次が成立する．

命題 6.5 ([T-05b]). (M, g)を連結，向き付けられた閉 Riemann多様体で，bp(M) ≥
1 とする．もし，少なくとも一つの非自明な harmonic p-form の長さが一定であれ
ば，すべての k ≥ 1 に対して，

λ
(p)
k (M, g) ≤ λ

(0)
bp(M)+k−1(M, g).

定理 6.3 の典型的な例は，等質な閉 Riemann 多様体や，幾何学的に formal な閉
Riemann 多様体がある．ここで，幾何学的に formal とは，任意の harmonic form

の外積が再び harmonic form になることである．実際，φ を任意の harmonic form

とすると，∗φ も harmonic form なので，幾何学的 formal の定義より，これらの
外積 φ∧ ∗ φ = |φ |2vg は harmonic form である（ここに，vg は体積形式である）．
ゆえに， |φ |2 が harmonic，すなわち，定数となる．幾何学的に formal な多様体
については，[H-01], [K-01] が，harmonic form の長さが一定な多様体については，
[NV-04] 等が詳しい．
なお，Guerini and Savo [GS-03], [GS-04] は，コンパクト境界つき Riemann 多様

体で，Gap(p,p−1) = λ
(p)
1 − λ

(p−1)
1 の研究を行っている．

次に，上述の固有値の比較の応用として，Cheng [C-75] の λ
(0)
k の上からの評価

(1.1) と組み合わせれば，p-form の固有値 λ
(p)
k の上からの評価が得られる．
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系 6.6. (M, g) を連結，向き付けられた閉 Riemann 多様体で，bp(M) ≥ 1 かつ，
Ric ≥ −κ2，diam(M, g) ≥ d を満たすとする．ただし，κ, d > 0 は定数．

(1) すべての harmonic p-forms の長さが一定であれば，すべての k ≥ 1 に対して，

λ
(p)
k (M, g) ≤ m− 1

4
κ2 +

c(m)

d2
k2.

(2) 非自明な長さが一定の harmonic p-form が存在すれば，すべての k ≥ 1 に対
して，

λ
(p)
k (M, g) ≤ m− 1

4
κ2 +

c(m)

d2
(bp(M) + k − 1)2.

ここで，c(m) > 0 は次元 m にのみ依存する定数である．

これより，長さ一定の harmonic p-form を持つような崩壊列では，p-form の大き
い固有値が存在しないことが分かる．

系 6.7. (Mm, gi) を連結，向き付けられた閉 Riemann 多様体の族で，bp(M) ≥ 1 か
つ，Ricgi ≥ −κ2，diam(M, gi) ≥ d を満たすとする．ただし，κ, d > 0 は i によら
ない定数である．この時，各 i に対して，非自明な長さが一定の harmonic p-form

が存在すれば，p-form の大きい固有値は存在しない：

λ
(p)
1 (M, gi) ≤ C(m,κ, d, bp(M)).

さて，定理 6.3 と命題 6.5 を示そう．まず，簡単な計算により次の補題が分かる．

補題 6.8. (M, g) を向き付けられた Riemann 多様体とする．この時，任意の 1-form

θ と p-form φ に対して，

⟨θ1 ∧ φ, θ2 ∧ φ⟩+ ⟨θ1 ∧ ∗φ, θ2 ∧ ∗φ⟩ = ⟨θ1, θ2⟩ |φ |2

が成立する．ただし， ∗ は Hodge star operator である．

定理 6.3 の証明．すべての harmonic p-formは長さ一定なので，harmonic p-form

{φ1, . . . , φbp} (bp ≥ 1) で ⟨φi, φj⟩ = δij となる物が取れる．さて，fi (i = 1, . . . , k)

を i 番目の正規直交な固有関数とする．このとき，p-forms

ωi := fi φ1 (i = 1, 2, . . . )

に対して，

(ωi, φj)L2 = 0, (ωi, ωj)L2 = δij (6.1)

が分かる．ゆえに，線型部分空間E := ⟨φ1, . . . , φbp , ω1, . . . , ωk⟩R ⊂ Ωp(M) を取る
と，dimE = k + bp が分かる．よって，min-max 原理より，

λ
(p)
k (M, g) ≤ sup

ω ̸=0∈E
{
∥dω∥2L2 + ∥ δ ω∥2L2

∥ω∥2L2

} (6.2)
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が従う．そこで，我々は (6.2) の右辺を上から評価すればよい．任意の E の元 ω を

ω =

bp∑
i=1

ai φi+
k∑

j=1

cjωj と書こう．ただし， ai, cj ∈ R の少なくとも一つは 0 でな

い定数である．この時，(6.1) より，(6.2) の分母は，

∥ω∥2L2 =

bp∑
i=1

a2i vol(M, g) +
k∑

j=1

c2j . (6.3)

次に，(6.2) の分子を計算する．φj は harmonic なので，

∥dω∥2L2 = ∥
k∑

j=1

cjdfj ∧ φ1 ∥2L2 =
k∑

i,j=1

cicj(dfi ∧ φ1, dfj ∧ φ1)L2 . (6.4)

同様にして，δ = (−1)mp+m+1 ∗ d∗ で，∗ は等長的なので，

∥ δ ω∥2L2 = ∥
k∑

j=1

cjdfj ∧ ∗φ1 ∥2L2 =
k∑

i,j=1

cicj(dfi ∧ ∗φ1, dfj ∧ ∗φ1)L2 . (6.5)

ゆえに，(6.4), (6.5) と補題 6.8 から，分子は

∥dω∥2L2 + ∥ δ ω∥2L2

=
k∑

i,j=1

cicj

∫
M

{⟨dfi ∧ φ1, dfj ∧ φ1⟩+ ⟨dfi ∧ ∗φ1, dfj ∧ ∗φ1⟩}dµg

=
k∑

i,j=1

cicj

∫
M

⟨dfi, dfj⟩ |φ1 |2dµg

=
k∑

i,j=1

cicjλ
(0)
i (M, g) δij ≤ λ

(0)
k (M, g)

k∑
j=1

c2j

(6.6)

となる．その結果，(6.3), (6.6) を (6.2) に代入すれば，λ(p)k (M, g) ≤ λ
(0)
k (M, g) が分

かる．なお，等号成立に関する証明は省略する． �
最後に，命題 6.5の証明だが，これは定理 6.3の場合とほぼ同様に出来る．変更箇所

は，min-max原理の所で用いる test p-formsの空間 Eを，E := ⟨φ, f1 φ, . . . , fbp+k−1 φ⟩R,
と取ればよい．ただし，φ は (M, g) 上に存在する非自明な長さ一定の harmonic p-

formであり，fi は正の第 i固有関数である． �
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