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本講演は，Colette Anné 氏（フランス，ナント大学）との共同研究 ([AT12], [AT13]) に

基づく．

1 序章

スペクトル幾何学における基本的な問題は，Riemann 多様体上の Laplacian や Dirac 作用

素などのスペクトル（固有値）に反映される幾何学的情報を解明することである．特に，微

分形式に作用する Laplacian (Hodge-Laplacian) ∆ = dδ+ δd の場合は，調和積分論により，

スペクトルにコホモロジーの情報が反映されることが大きな特徴である．我々は，スペクト

ルに反映される幾何的情報を知るために，多様体を崩壊や退化させたときのスペクトルの振

る舞いから，元の多様体の幾何との関係を調べる．

Riemann 多様体の崩壊の研究では，断面曲率や Ricci 曲率が下から一様に抑えた下で

研究するのが一般的だが，Hodge-Laplacian の場合にはそのような一般的な枠組みで議論す

るには，幾何的にも解析的にも非常に困難である．また，Hodge-Laplacian の場合には，ト

ポロジーの変化を見るのが重要である．従って，一般的な枠組みの考察だけでなく，トポロ

ジーの変化が見やすい状況を調べることも重要である．

以上 2 つの理由から，我々は以下で記す様な，2 つの境界付き多様体の境界での連結和

（一般化された連結和）を取り，その一方を潰す変形を考える（Figure 1）．これは，崩壊と

退化が混在した状況である．

なお，この方面の関連した研究に [ACP09], [AC95], [Ma06], [Ro08] などがある．

2 問題の設定と主定理

M1,M2 を同じ境界 Σ を持つ m = n + 1 次元のコンパクト向き付けられた多様体とする．

その共通の境界 Σ = ∂Mi の次元を n ≥ 2 とし，その上に 1 つ Riemann 計量 h を固定す

る．今，(Σ, h) 上の Euclidean cone を C(Σ) とする．すなわち，C(Σ) = [0, 1]×Σ
/
{0}×Σ

であり，頂点を除いた滑らかな部分では dr2⊕ r2h の形の計量が入っているとする．ここに，

r は区間 (0, 1] の座標とする．
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Figure 1: Mε の崩壊

M1 をM1 に cone C(Σ)を貼りつけて得られる cone型特異点を持つコンパクト Riemann

多様体M1 = M1∪ΣC(Σ)で，Riemann計量 g1 は，cone C(Σ)の頂点を除いた所で dr2+r2h

となるような物とする．

次に，M2 上の Riemann 計量 g2 を，境界の近傍 [0, 12 ]×Σ において ds2 + (1− s)2h と

なるように取る．ここで，s は境界からの距離である．

任意の ε > 0 に対して，Cε,1(Σ) := {(r, y) ∈ C(Σ) | r > ε}, M1(ε) := M1 ∪ Cε,1(Σ) と
し，(M1(ε), g1) と (M2, ε

2g2) を共通の境界 (Σ, ε2 h) で貼り合わせた多様体を Mε とする：

Mε := (M1(ε), g1) ∪Σ (M2, ε
2g2).

なお，境界の近傍での計量の構成方法より，全体の計量 gε は C∞ 級である．

このとき，我々は，今貼り合わせて得られたコンパクト Riemann 多様体Mε = (M, gε)

（Figure 1）において，ε → 0 のとき，Hodge-Laplacian の固有値の極限を決定した．

Main Theorem A. 固有値の極限値が正であれば，その値は M1 上の

W ⊂
⊕
|γ|< 1

2

Ker(A− γ)

に対応する Hodge-Laplacian ∆1,W の正の固有値となる．ただし，A は境界 Σ 上のある 1

階の楕円型作用素である（詳細は 3 章）．

閉拡張 ∆1,W の構成方法は次章で述べるが，M1(ε) 部分の極限での Hodge-Laplacian

∆1,min は一般に本質的自己共役ではない．すなわち，D1,min の閉拡張が一意的ではない

（[Ch80], [Ch83]）．従って，どのような閉拡張を選べば良いかが問題となるが，その選び方

は我々の考えている多様体の族 Mε の状況による．特に，Σ のトポロジーにも依存する所

が大変興味深い．実際，その効果は極限での 0 固有値の存在にも大きく関わる．

Main Theorem B. 固有値の極限での 0 固有値の重複度は，以下で与えられる：

dimKer(∆1,W ) + dimKer(D2) + dim I 1
2
.

ただし，D2 は M2 上の Gauß-Bonnet 作用素 D2 にAtiyah-Patodi-Singer 型の境界条件を

課した作用素であり（詳細は 4 章），I 1
2
は M̃2 上の L2 ではない extented solutions ω で，



r = 1 に制限したとき，Ker(A− 1
2) の成分からなるベクトル空間を表す（Carron [Ca01a]）：

I 1
2
:=

{
ω(1) ∈ Ker(A− 1

2)
∣∣∣ω is an extended solution on M̃2

}
.

さらに，極限で cone C(Σ) の頂点にノルムが集中するような固有形式が存在することが
ある．この固有形式の極限は I 1

2
の元に対応している．これは，我々が初めて明らかにした

全く新しい現象である．

3 M 1 上の Hodge-Laplacian

本章と次章では，Main Theorem A,B の主張をより正確に述べるため，登場する作用素の

定義を中心に述べる．

ε → 0 のとき，Mε は，Gromov-Hausdorff の意味で，cone 型特異点を持つ多様体 M1

に収束する．しかし，固有値の極限は M1 だけの情報では記述できない．実際，潰れてしま

う部分 M2 からの寄与がある．

まず，非崩壊部分 M1 については，cone 型特異点付き多様体上の Gauß-Bonnet 作用素

D1,min の “良い閉拡張” D1,W を選び，極限はその固有値で与えられる．問題は，この “良

い閉拡張” の選び方である．

今，cone C(Σ) から頂点を除いた部分 (0, 1] × Σ 上の微分形式を，直積計量を入れた場

合へのL2-等長変換を U とする．このとき，コンパクト台を持つ M1 上のGauß-Bonnet 作

用素 D1 は

U ◦D1 ◦ U−1 = ∂r +
1

r
A

と変数分離型の作用素として書ける．ただし，A は r に依らない (Σ, h) 上の 1 階の楕円型

作用素である．特に，A のスペクトル Spec(A) は重複度が有限の固有値のみからなる．

Spec(A) ∩ (−1
2 ,

1
2) = ∅ のとき，D1 の閉拡張は一意的（すなわち，D1,min = D1,max ）

であるが，Spec(A)∩ (−1
2 ,

1
2) ̸= ∅ の場合には一意性が崩れる．しかし，その場合の閉拡張

は，以下の様にすべて分類できる（Bruning and Seeley [BS88], Lemma 3.2）:

L : Dom(D1,max)
/
Dom(D1,min)

∼−→ B :=
⊕
|γ|< 1

2

Ker(A− γ).

なお，A は楕円型作用素なので，右辺は有限次元ベクトル空間となり，D1,min の閉拡張は

有限個しかないことが分かる．

さて，任意の部分空間 W ⊂ B に対して，D1,min の閉拡張作用素 D1,W の定義域が

L−1(W ) となる作用素が一意的に取れる．このとき，Main Theorem A に現れる Hodge-

Laplacianの自己共役拡張は∆1,W := D∗
1,W ◦D1,W で与えられる．すなわち，φ ∈ Dom(∆1,W )

に対して，(∆1,W φ,φ)L2(M1)
= ∥D1,Wφ∥2

L2(M1)
である．このとき，∆1,W のスペクトルは

非負の固有値のみからなり，対応する固有形式が Dom(∆1,W ) 内に取れ，固有空間が有限次

元である（Lesch [Le96]）．

Remark 3.1. 通常の連結和の場合，すなわち，Σ = Sn のとき，A の固有値は [−1
2 ,

1
2 ] 内

に現れない（我々の前の研究 [AT12] による）．従って，D1,min の閉拡張は一意的であり，

空間 I 1
2
も 0 である．さらに，小さい固有値も現れない．



4 M2 上の Gauß-Bonnet 作用素

次に，潰れてしまう部分 (M2, ε
2 g2) の寄与を考える．そのため，スケールを拡大して，潰

れる前の状況 (M2, g2) を見る．一般に Riemann 計量のスケール変換に対し，固有値には

λk(ε
2 g) = ε−2 λk(g) の関係がある．従って，潰れる部分からの寄与は 0 固有値，すなわち，

調和形式のみを調べれば良い．

しかし，問題となるのは M2 の境界条件である．我々の状況では，境界条件が Atiyah-

Patodi-Singer [APS75] 型のスペクトル境界条件が必要となる．この条件は，A の 1
2 以下へ

のスペクトル射影をΠ≤ 1
2
と書けば，Π≤ 1

2
◦ U = 0 と書ける．

このとき，(M2, g2) 上の Gauß-Bonnet 作用素 D2 で，この境界条件を満たす作用素（の

閉拡張）を D2 と書くと，これは楕円型となる（Carron [Ca01a], [Ca01b]）．特に，調和形

式の空間 Ker(D2) は有限次元であり，それが極限の 0 固有値における M2 部分からの寄与

である（Main Theorem B）．

我々は，この境界つき多様体M2 上の解析を行う代わりに，無限に伸びた cone C1,∞(Σ) =

([1,∞)×Σ, dr2 + r2h) を境界に貼り付けた完備 Riemann 多様体 M̃2 = M2 ∪Σ C1,∞(Σ) 上

で解析を行う．実際，M2 上の微分形式は，境界 Σ から無限 cone C1,∞(Σ) に調和拡張して

M̃2 上で考えることが出来る（これらの手法は Carron [Ca01a], [Ca01b] による）．詳細は

技術的に複雑なので，ここでは割愛する（直接，我々の論文 [AT13] を見て戴きたい）．

5 小さい固有値の存在例

最後に，Mε が正の小さい固有値（すなわち，0 に収束する固有値）を持つ具体例を与える．

Wi (i = 1, 2) を 2 つの境界つきコンパクト Riemannian 多様体とし，その境界を Σi =

∂Wi (dimΣi = ni) とする．また，n := n1 + n2 ≥ 2 とおく．このとき，

M1 := W1 × Σ2 and M2 := Σ1 ×W2

として，2 章で見た様に Mε を構成すると，

Mε
∼= (W1 × Σ2) ∪Σ1×Σ2 (Σ1 ×W2)

となる．このとき，境界付き多様体 W1,W2 を色々と取り替えることで，様々な崩壊の族

Mε の具体例が得られる．

さて，この状況で小さい固有値の具体例を見よう．一番基本的な例は，Mε が m 次元球

面 Sm の時である．この場合は，W1 := Dn1+1,W2 := Dn2+1 (n2 ≤ n1) と取ることで得ら

れる．実際，Σ2 = Sn2 であり，M = Sn1+n2+1 ∼= (Dn1+1 ×Sn2)∪∂ (S
n1 ×Dn2+1) となる．

このとき，極限に現れる 0 固有値を Main Theorem B に従って計算すると，0 固有値が増

えていることが分かる．すなわち，球面 Sm 上に n2-form の小さい固有値の存在が分かる．

Proposition 5.1 (球面の小さい固有値). m 次元球面 Sm において，任意の次数 p とある

Riemann 計量の族 gε が存在して，λ
(p)
1 (Sm, gε) → 0 (ε → 0) となる．

Remark 5.2. この球面の崩壊で， p = n2 = 0 の場合はいわゆる Cheeger のダンベルと呼

ばれる物である．従って，この崩壊は p-form 版の Cheeger のダンベルを与えている．



他にも，球面の直積 Sn1 × Sn2+1 やその L 個の連結和
L
♯

i=1

(
Sn1 × Sn2+1

)
上にも正の小

さい固有値が存在する様な Riemann 計量の族が構成できる．
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