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m 次元の連結向きづけられた閉 Riemann 多様体 (Mm, g) 上の p-形式に作用する
Hodge-Laplacian ∆ = dδ + δd の（重複度込みの）正の第 k 固有値を λ

(p)
k (M, g) とし，

rough Laplacian ∆ = ∇∗∇ の正の第 k 固有値をλ
(p)

k (M, g) とする．
我々は閉多様体 M を固定し，その上の Riemann 計量 g を動かした際の第 k 固有
値の振る舞いについて考えたい．ただし，Riemann 計量 g のスカラー a > 0 倍に対し
て固有値はともに λ

(p)
k (M,ag) = a−1λ

(p)
k (M, g), λ

(p)

k (M,ag) = a−1λ
(p)

k (M, g) と変換さ
れるので，動かす Riemann 計量は体積が 1と正規化しておく．このとき，M 上の体
積 1 の Riemann 計量を動かした際の正の第 k 固有値 λ

(p)
k (M, g), λ

(p)

k (M, g) の上限と
下限に興味がある．
まず上限については，rough Laplacian の場合は，すべての 0 ≤ p ≤ m に対して
第 k 固有値の上限は ∞ である [CD94], [CM10]．また，Hodge-Laplacian の場合は，
2 ≤ p ≤ m− 2 のときも上限は ∞ であるが [GP95]，残る p = 1,m− 1 のときは不明
である．
一方，下限については，Colbois-Maerten [CM10]は，多様体を細く伸ばすことにより，

p = 0, 1,m−1,mに対する rough Laplacianの第 k 固有値の下限は 0であることを示し
た．すなわち，任意の m ≥ 2次元の閉多様体M に対して，M 上に体積 1の Riemann

計量の族 {gL}L>0 で，p = 0, 1,m−1,mと k ≥ 1に対してλ
(p)

k (M, gL) −→ 0 (L → ∞)

となるものを構成した．
今回，我々は残る次数 2 ≤ p ≤ m−2の場合に対しても rough Laplacian の第 k 固有
値の下限は 0 であることを示した．さらに，1 ≤ p ≤ m− 1 の場合の Hodge-Laplacian

の第 k 固有値の下限も 0 であることも示した．
証明方法は，まず，m 次元球面 Sm の場合に目標の Riemann 計量の族を構成する．
定理 1 ([AT21]). 次元 m ≥ 2 と次数 p (1 ≤ p ≤ m−1) を与えたとき，m 次元球面 Sm

上に体積 1 で非負の断面曲率をもつRiemann 計量の族 {gp,L}L>0 で，任意の k ≥ 1

に対して

λ
(p)

k (Sm, gp,L) −→ 0, λ
(p)
k (Sm, gp,L) −→ 0 (L −→ ∞)

を満たすものが存在する．
さらに，Hodge-Laplacain の正の固有値に対しては，パラメーター L に関する下か
らの評価も与えた．
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次に，球面で得られた Riemann 計量を任意の閉多様体 M に貼り付けることよって
（貼り付け定理 [AT12], [AT21] を使用），一般の m 次元多様体 Mm 上にも同様の性質
を満たす Riemann 計量の存在が示せる．ただし，貼り付けにおいて，断面曲率が非負
という性質は崩れてしまう．

定理 2 ([AT21]). Mm を任意の m (m ≥ 2) 次元の連結向き付けられた閉多様体とす
る．次数 p (1 ≤ p ≤ m− 1) を固定し，任意の ε > 0 と k ≥ 1 に対し，M 上の体積 1

の Riemann 計量 gp,ε で

λ
(p)

k (M, gp,ε) < ε, λ
(p)
k (M, gp,ε) < ε

を満たすものが存在する．

注意 3. (1) 定理 1, 2 の Riemann 計量 gp,L, gp,ε は微分形式の次数 p に依存するこ
とに注意．

(2) Hodge-Laplacianの固有値の下限については Guerini [Gu04], Jammes [Ja11]の結
果（ただし，一部の次元と次数を除く）からも分かるが，彼らが構成した Riemann

計量の列は，球面上でも断面曲率が±∞ に発散する．一方，定理 1 で構成した
球面上の Riemann 計量の族は断面曲率が非負である．

(3) 定理 1 の球面上の Riemann 計量の族では，直径は ∞ に発散する．なお，断面
曲率と体積が下に有界で，直径も有界の下では，Hodge-Laplacian の正の固有値
の下限は正であると予想されている（Lott [Lo04]）．
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