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1. Ai (i ∈ I) を集合 X の部分集合の族、Bj (j ∈ J) を集合 Y の部分集合の族とす
るとき、 (

⋃

i∈I

Ai

)
×

(
⋃

j∈J

Bj

)
=

⋃

i∈I

⋃

j∈J

(Ai × Bj)

を証明せよ。
解答例. (x, y) ∈ X × Y に対して、

(x, y) ∈
(

⋃

i∈I

Ai

)
×

(
⋃

j∈J

Bj

)

⇐⇒
(

x ∈
⋃

i∈I

Ai

)
∧

(
y ∈

⋃

j∈J

Bj

)

⇐⇒ (∃i ∈ I, x ∈ Ai) ∧
(

y ∈
⋃

j∈J

Bj

)

⇐⇒ ∃i ∈ I,

(
(x ∈ Ai) ∧

(
y ∈

⋃

j∈J

Bj

))

⇐⇒ ∃i ∈ I, ((x ∈ Ai) ∧ (∃j ∈ J, y ∈ Bj))

⇐⇒ ∃i ∈ I, (∃j ∈ J, (x ∈ Ai) ∧ (y ∈ Bj))

⇐⇒ ∃i ∈ I, (∃j ∈ J, (x, y) ∈ Ai × Bj)

⇐⇒ ∃i ∈ I, ∃j ∈ J, (x, y) ∈ Ai × Bj

⇐⇒ (x, y) ∈
⋃

i∈I

⋃

j∈J

(Ai × Bj)



2. i, j ∈ N に対して、集合 Ai,j を

Ai,j = {x ∈ Z | x ≥ i − j}

により定義する。このとき、
∞⋂

i=1

∞⋃

j=1

Ai,j,
∞⋃

j=1

∞⋂

i=1

Ai,j

を求めよ。
解答例. i ∈ N に対して

x ∈ Z =⇒
{

x ≥ i − (i − x) if i > x,

x ≥ i − 1 if i ≤ x
=⇒

{
x ∈ Ai,i−x if i > x,

x ∈ Ai,1 if i ≤ x

=⇒ ∃j ∈ N, x ∈ Ai,j ⇐⇒ x ∈
∞⋃

j=1

Ai,j

だから ∀i ∈ N,
∞⋃

j=1

Ai,j = Z.

よって
∞⋂

i=1

∞⋃

j=1

Ai,j = Z.

j ∈ N に対して

x ∈ Z =⇒
{

x < (j + x + 1) − j if j > −x,

x < 1 − j if j ≤ −x

⇐⇒
{

x /∈ Aj+x+1,j if j > −x,

x /∈ A1,j if j ≤ −x
=⇒ ∃i ∈ N, x /∈ Ai,j

⇐⇒ ∃i ∈ N, x ∈ Ai,j ⇐⇒ x ∈
∞⋃

i=1

Ai,j ⇐⇒ x ∈
∞⋂

i=1

Ai,j

だから

∀j ∈ N,
∞⋂

i=1

Ai,j = Z, すなわち
∞⋂

i=1

Ai,j = ∅.

よって
∞⋃

j=1

∞⋂

i=1

Ai,j = ∅.


