
|A| = k ≤ |B| = n とする。
∣∣∣∣

(
B

k

)∣∣∣∣ = |{X | X ⊂ B, |X| = k}|

=
∑

X⊂B
|X|=k

1

=
1

k!

∑

X⊂B
|X|=k

k!

=
1

k!

∑

X⊂B
|X|=k

|{f | f : A → X (全単射)}|

=
1

k!
|{(X, f) | X ⊂ B, |X| = k, f : A → X (全単射)}|

=
1

k!
|{(X, f) | X ⊂ B, f : A → B (単射), f(A) = X}|

=
1

k!

∑

f :A→B

単射

|{X | X ⊂ B, f(A) = X}|

=
1

k!

∑

f :A→B

単射

1

=
1

k!
n(n − 1) · · · (n − k + 1)

=
n!

k!(n − k)!
.
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2|G| =
∑

T∈G

2

=
∑

T∈G

|{x | x ∈ T,

α(T−{x},x)

T − {x} は x の知人と x の知人でない人からなる }|

=|{(x, T ) | (x, T ) ∈ X × G, x ∈ T, α(T − {x}, x)}|

=
∑

x∈X

|{T | T ∈ S, x ∈ T, α(T − {x}, x)}|

=
∑

x∈X

|{T | T ∈
(

X
3

)
, x ∈ T, α(T − {x}, x)}|

=
∑

x∈X

|{P | P ∈
(

X−{x}
2

)
, α(P, x)}|

=
∑

x∈X

|{x の知人 }× {x と知人でない人 }|

=
∑

x∈X

rx(n − 1 − rx)

= −
∑

x∈X

(r2
x − (n − 1)rx)

= −
∑

x∈X

(
(rx − n−1

2 )2 − (n−1)2

4

)

≤
{

n (n−1)2

4 n : odd

nn2−2n
4 n : even

特に、n = 6 のとき、
|S| ≤ 662−2·6

8 = 18 < 20 =

(
6

3

)

n = 5のとき、X = {x1, x2, x3, x4, x5}として、(x1, x2), (x2, x3), (x3, x4), (x4, x5), (x5, x1)

が知人で、その他は知人でないとすると、

(1) X の中に、互いに知人どうしの３人は存在しない。

(2) X の中に、互いに知人でない３人は存在しない。
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