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1.

f =
∞∑

n=0

anxn ∈ R[[x]]

とし、a0 ̸= 0 とする。このとき

g =
∞∑

m=0

bmxm ∈ R[[x]]

が fg = 1 をみたすように {bm}∞m=0 を定めよ。

帰納的に

b0 = a−1
0 ,

bk = −a−1
0

k∑
n=1

anbk−n (k = 1, 2, . . . )

と定義する。このとき

fg =
∞∑

n=0

∞∑
m=0

anbmxn+m

=
∞∑

k=0

k∑
n=0

anbk−nxk

= a0b0 +
∞∑

k=1

(a0bk +
k∑

n=1

anbk−n)xk

= 1.



2. Z[x]/(x4 + 1) は整域であるかどうか答えよ。また Z[x]/(x4 + x2 + 1) はどうか。

ζ = cos π
4

+ i sin π
4
とおく。まず、

0 ̸= g ∈ Z[x], deg g ≤ 3 =⇒ g(ζ) ̸= 0 (*)

を示す。実際、

g ∈ Z[x], deg g ≤ 3, g(ζ) = 0 =⇒ g(ζ) = 0 =⇒ g(ζ) = 0

=⇒ (x − ζ)|g and (x − ζ)|g.

そこで、g を (x − ζ)(x − ζ) で割って

g = (ax + b)(x − ζ)(x − ζ) + cx + d

とおくと、

g(ζ) = 0 =⇒ cζ + d = 0,

g(ζ) = 0 =⇒ cζ + d = 0

差をとると c(ζ − ζ) = 0 となるので c = 0, よって d = 0. したがって

g = (ax + b)(x − ζ)(x − ζ) = (ax + b)(x2 −
√

2x + 1)

=⇒ b − a
√

2, a − b
√

2 ∈ Z =⇒ a = b = 0 =⇒ g = 0.

以上で (*) が示せた。
さて、[f1], [f2] ∈ Z[x]/(x4 + 1), [f1] ̸= [0], [f2] ̸= [0] とすると、f1, f2 を x4 + 1 で割っ
た商と余を考えて

∃q1, q2 ∈ Z[x], 0 ̸= ∃g1, g2 ∈ Z[x], deg g1 ≤ 3, deg g2 ≤ 3,

f1 = (x4 + 1)q1 + g1, f2 = (x4 + 1)q2 + g2.

すると (*) より

g1(ζ) ̸= 0, g2(ζ) ̸= 0

=⇒ g1g2(ζ) ̸= 0 =⇒ f1f2(ζ) ̸= 0 =⇒ x4 + 1 - f1f2

=⇒ [f1][f2] ̸= [0].

よって Z[x]/(x4 + 1) は整域である。

0 ̸= [x2 + x + 1], [x2 − x + 1] ∈ Z[x]/(x4 + x2 + 1), 0 = [x2 + x + 1][x2 − x + 1] だから、
Z[x]/(x4 + x2 + 1) は整域ではない。


