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Abstract．　 Considered　is　a　rank −siZe　relation　reduced 　by　a　mui ローsp   ies　system ，　 Each　species　in山e

community 　iS　characterized 　by　the　popul跏 s鵬 畑 iso鯏 region ，　 It　iS　eas　ily　able　to　be

assigned 　the　rank 　k ← 1
，
2

，
＿ ）of　sp   ies　from　the　largest　to　the　smaUest 　with 　resp   t　to　the

population　size．　 We 　d蛤cuss 　a　r蹠 一siZe　relation 。f　a 曲 n 毋 y　c。  unity ，
　 m 舳 g　use　of　a

stadonary 　so正ution 　for　a　muld −sp   ies　system 　of　diffUsion　equations 　w 　ith　an　exclusive 　interference

a「nong 　sp   1es ・

1 ． 緒 言

　 複 数 種 か らな る 群集 に お い て は 、種闇 の ラ ン クーサ イ ズ 関 係 を 考 え る こ とが で き る 。

ラ ン クーサ イ ズ 関 係 は 、種 間競争 を 反映 し た もの と考 え ら れ る 。 さ て 、あ る 限 られ た 領

域を 考え る 。 こ の 領 域 で サ ン プル され た 種を 個体数 x の 大 きい もの か ら k ← 1
，
2，＿）と

ラ ン ク 付 け す る こ と が で き る 。 こ の と き 、 あ る ラ ン クーサ イ ズ 関 係 x ＝ S（k）が 得 られ る 。

こ う し た ラ ン クーサ イ ズ 関 係 は 、 様 々 な 対 象 に っ い て 調 べ られ 、 い くっ か の 典 型 的 な も

の は理 論 的 に も研究 さ れ て き た［10， 15］（Fig．1）。 多 くの 都市 の 人 口 の デ ータ に 対 して 次

の よ うな ラ ン ク
ー
サ イ ズ 関係 が うま くあて は ま る こ と は 有 名 で あ る［12］：

x ＝ ckF
鞠

『正）

e とq は 正 定 数 で あ り 、 1 く q≦ 2　で あ る 。 同型の ラ ン クーサ イ ズ 関 係 は 、他 の デ ータ

に つ い て も 見 い だ さ れ て い る： 個 人所 得 ［8］， あ る本 や
一

連 の 新 聞 に お け る単 語 の 出 現

数［2］， 属 に お け る種 の 数 ［4］な ど（［9］の 参 照 文 献 もみ よ ）。

一
方 、 元 村 ［6］ と Corbet　t31は

複数種群 集 の 個 体 数 デ ータ に 対 し て 幾何 法則 式 を あて は め た ；
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Fig．1．　Rank▼size　relation 　by【he　pr¢ vious 　mQde   ：（a）x ＝ c
’
rl （0＜ c

’．0く r く 1）；（b）x 冨 ck
−11P°1）

（O 〈 c，1く e

　 　 ≦ 2）；（c）BrQken−s直ck　model （w ＝ 100）．

　 　 ，　 k
x ＝ cr

c
’

と r は 正 定 数 で あ り、r は 1 よ り小 さ い 。 こ の よ う な 観測 さ れ て き た特 殊 な タ イ プ

の ラ ン ク
ー
サ イ ズ 関係は 、 数理 モ デ ル を っ か っ て も議 論さ れ て い る［11，14］。 特 に 、 ニ ッ

チ 先取 り仮説（the　niche 　preernption　hypothesiS）［7，
13］に よ る 上記 後 者 の ラ ン クーサ イ ズ関 係

に 対す る説 明 は 有 名 で あ る ［ニ ッ チ 胃生 態的 地位 ；生 物個 体 群 の 生息 す る 上 で 関 わ り の

あ る環 境 要 素 に 関 す る種 間の 地 位 関 係 ］ ： w 種 群集 に お い て 、 最 も支 配 的 な種 が 、 ま ず 、

限 られ た 資 源 の うち 、 1 − r の 割 合 を取 る と す る 。 次 に支 配的 な 種 が 、 残 り の 資 源 の 1 −

r の 割合を 取 る 。 以下 同様 で あ る とす る 。 そ れ ぞ れ の 種 の 頻度 は 、 種 の 有 す る 資 源 の 割

合 に 比 例す る もの と考 え れ ば 、 ラ ン クー頻 度 の 順 列 は 、 1− 、r， （1一
厂）r， （1− r）7，．．．， （1 − r）rW

’

2
，（1 − r）r

”
　
”
　
1
とな る 。 さ て 、 他 に も 、 有 名 な理 論 的 サ イズ 分 布 が い くっ か あ る が 、 特 に 、

折れ棒 モ デ ル（the　broken−stick　model ）［1，51と ニ ッ チ 重複 モ デ ル （山e　niche 　overlapping 　model ）

［5］は よ く知 ら れ て い る 。 前 者 は 、 次 の よ うな ラ ン クーサ イ ズ 関 係 を導 く もの で あ る ：

1｝、
丿

w

Σ
齲

　

　
．
ノ

⊥
W

　

＝

w は 考 え て い る種 の 総数 で あ る 。 「折 れ 棒」 と い う名称 か ら もわ か る が 、 分 割 され た有

限の 資 源を 、 w 個 の 破 片 に 別れ た棒 、 あ るい は 、 線 分 と考 え て い るの で あ る 。 こ の と き 、

w − 1 個 の 折 れ 目は 、 ラ ン ダム に 決 ま っ て い る もの とす る 。 各 々 の 破片 の 長 さ を 、各種

に あ て が わ れ る 資 源量 、 ひ い て は 、各種 の 個 体 数 サ イ ズ と 考 え る 。次 に 、後 者 の ラ ン ク
ー
サ イ ズ 関係 は 、次の よ う な もの で あ る ：

x ＝ 1−
w ！　F（w − k ＋ 3！2）

（w − k）lr（w ＋ 32）
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rは ガ ン マ 関 数で あ る〔10］。 こ の 場 合 に は 、 環 境 は 単 位 長 の 捧 と 見な さ れ る 。 そ れ ぞ れ

の 種 の 頻度 は 、 そ の 棒 の 上 に ラ ン ダ ム に お か れ た 2点 間 の 距離 に 比 例 す る も の と仮 定 す

る 。 種 は 互 い に 独立 で あ る とす る が 、 資 源 が有 限で ある と は 仮定 して い な い 点 に お い て 、

ニ ッ チ 先取 りモ デル や 折 れ棒 モ デ ル と は 異 な る 。 こ う し た モ デル は 、取得 した資源量 が 、

個体群サ イ ズ に つ い て の 決定 要因で あ る と考 え て 構 成 され て い る 。 Pielouは そ の よ う な

モ デ ル を 資 源配分 モ デ ル （resource 　apportioning 　mode1 ）と名 付 け た［9］。

　 本 稿で は 、Teramoto　and 　Seno［11］に よ っ て 構 成 さ れ た 、 拡散複数種 群 粲 の モ デ ル か ら

導 か れ る
一

つ の ラ ン クーサ イ ズ 関 係を 考察す る 。 種 間競 争 は 、 種 問 に お け る あ る排 他 的

干 渉 と い う形 で 導 入 す る 。 そ の 競争 は 空 間 を め ぐる もの と見 な す こ とが で きる 。
モ デ ル

を記 述 す るの は 拡散方程 式 系 で あ る が 、 そ の 一
つ の 定 常 解 に の み 着 目す る 。 こ れ ま で 提

出 され た ラ ン クーサ イ ズ 関係 に っ い て の 数 理 モ デ ル と は異 な り 、 種 間 の 動態 構造 を 定 義

す る仮 定 か ら出発 して 、 そ の 動態 の 結 果 と して 導 か れ る定 常 分 布 を考 察 す る 。 我 々 の モ

デ ル に お い て は 、 そ れ ぞ れ の 種 の 個 体群サ イ ズ は 、 資源 の 配分 に よ っ て 決 ま る の で は な

く 、 優 位 種 か らの 干渉 の 強 さ で 決 ま る 。 従 っ て 、 我 々 の モ デ ル は 、 資 源配 分 モ デル で は

な い 。 定 常 解 の み に 着 目す る以上 、我 々 の 議論 は 、構造 が 不安 定 に 変 動 す るよ うな複 数

種 群 集 に 対 して は あ て は ま らな い こ とを断 っ て お く 。

2． モ デ ル

　Teramoto　and 　SenQ［11］は 、 次 の 型 の 密 度 依 存 型 の 拡 散方程 式 系 の 鶏 常 解 を 2 種 系 まで

調 べ た ：

（1）

（2）

∂・ 　辺
∂t　 ∂x

n ＝ （几 1，
n2

，
＿

，
．nw ）

T

J ＝ （ノ1 ，
J2

，
．．．

，
Jw）

T

ト 壕（・ ・ 2・・ ＋ ・h）’

U 冨 （U1（X ），σ2（X），＿，　Uw （X））
T

（i二 1
，
2

， ．，．，
w ）
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B 冨

r ＝

β

0

2β

0
γ12 　 0Y13

　γ23　 0

Vlw　γ2 ．

0

βw ．1

βw

0

　 OVw
＿1，w 　 O

niは i 番 目の 種 の 場 所 x 時 刻 t　1こ お け る 個 体 群 密 度 ，　 w は 考 え る 種 の 総 数 で あ る 。 βini

が 第 ∫種 の 密 度 依 存 拡 散係 数 に 対応 す る 。 拡散係 数 に 対す る 密 度 依 存 は 、 自分 自 身 の 密

度 か らの み で あ り 、 他 の 種 の 密 度 に は依 存 しな い と仮 定 して い る 。 正 定 数 γウ
は 、 第 i

種 か ら第 ノ種 へ の 排 他 的 干 渉 の 効 果 の 強 さ を表 わ す 。 第 i種 に っ い て は 、 第 1 種 か ら第

i− 1種 まで の 種 か らの 干 渉 を受 け て お り 、 そ の 干 渉 の 強 さ は 、 そ れ を及 ぼ す側 の 種 の 個

体群 密 度に 依存 して い る と す る 。 上 位 の 種 か らの み 干 渉 を 受 け る と い う こ の 仮 定 か ら 、

与 え られた種 の 順位 は 、 排他 的 干 渉に 関す る種 の 優 位性 の 順序 と な っ て い る と 見なせ る 。

最上 位種 で あ る第 1 種 は い か な る種 か ら も干 渉 効 果 を うけな い 。

　 U，
は 、 第 ∫種 に と っ て の 環 境 ポ テ ン シ ャ ル を表 わ し 、 任 意 の iに っ い て 次 の 条 件を

満 た す ：

（P1） Ui は Ω 一｛0｝の 上 で C1

（P2） ［甑 、．

≧・ on Ω

（P3） ひ，← x ）篇 し「
，ω

（P4） Ui（x ）＜ ＋ 。 。 on ∂Ω

Ω は 、 考 え て い る 領 域 で あ り 、 原 点 x ＝ O を 含 む 連 結 した
一次 元 閉 区間 とす る 。 　 ∂Ω は
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、ii1黐

〈a）

、驟櫞罎嫐

　（b）

Fig．2，　 Thepossible　stationary 　d洫  bロtion　fbr（1）．（a）sh 〔》ws 旦 trancated　diSaibution　inΩ」 whidh 　js由e

　 　 casccxcluded 恥 thiS　paper，（沁1y山c　case 　of （b）jn　which 　IhediSnibu【量on 　is　positivじ evcrywhc 爬

　　 with   dle　patch目nd 　zero 　at 山obou 几dary　of Ω」お considerOd 　in　th量s　paper，

Ω の 境 界 を表 わ す 。 こ れ ら の 仮定 を 満 た す 環 境 ポ テ ン シ ャ ル に した が っ て 、 そ れ ぞ れ の

個 体 群 は 、 原 点 に 向か っ て 集合す る傾 向 を 持 っ 。 こ の 傾 向は 、排他 的干渉 の 効 果 及 び拡

散 の 効果 と拮抗す る 。

　塘界 条 擽 ： 長 さムの 連結 一
次元 閉区 間 Ω ＝ 　（一　L12，　L12）を 考 え る 。 境 界 ∂ft　x ＝ ± 乙ノ2

に お い て は 次 の 条 件 を か す ：

（3） ・ （±參・ t）・ o

こ の 条 件 は 、 境 界か ら Ω 外 に 移 出 した 個 体 群 が 再 び領 域 Ω 内 に 戻 る こ とが な い こ と を

衷わ す 。 今 考 え て い る方程式系 に お い て は 、 個 体 群 は 増 殖 項 を持 た な い か ら 、 密 度 に 依

存 しな い 定 数 拡 散 係 数 に よ る 拡 散で あ れ ば 、 環 境 ポ テ ン シ ャ ル に よ る 篥 合 の 傾 向が 存 在

し て い た と し て も 、 こ の 移 出 に よ りあ らゆ る 個体群 は 時 間 と共 に 絶 滅 の 一途 を 辿 る 。 し

か し 、 密度 依 存 拡散 に お い て は 、 こ の こ とが常 に 真 とは 限 らな い 。 以 下の 節 に おい て は 、

系（1）に つ い て 、 存在 し う るゼ ロ で な い 定 常 解を扱 う 。

3． あ る 定 常 解 の 解析

　足 営解 ； 系（1）の 定常解 n ＊
（x）は 」 ＝ O の 解 に よ っ て 与 え られ る 。 式（2）か らわ か る よ う

に 、 J ＝ 0 は Ω 上 で niが ゼ ロ か 正 か に よ っ て 、 2w通 り の 解を 持 ち うる 。 本 稿 で は 、 次 の

条件 を 満たす 、 そ の うち の 一
つ の み に 着 目す る（Fig．2）：

（H1 ） Ω 一∂Ω 上 で ni＊
＞ 0 （∫＝ 1， 2，＿，　w ）

t → 。 。 に お い て 実 現 され る 定常状態 は 、 初 期 分 布 に 依存す る 。 さ らに 、 t → 。 。 に お い

て は 絶滅 し て しま う種 もあ る か も知 れ ない 。 t → 。 。 で は 絶滅 し て しま う種 が 、
　 t＜ 。 。 に
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お い て は 、 他 の 種 の 存 続に 影 響を与 え て い る司 能 性 もあ る 。 そ こ で 、 我 々 は 、 観測 さ れ

る 群 粲 は 定 常状態 に あ り、そ こ に 存 在す る種をサ ンプ ルす る こ とが で き る だ けで あ る 、

と仮 定 す る 。 Teramoto　and 　Sen　o ［11】が 示 した よ うに 、 初期 分 布 と 、 干 渉効果 の 強 さ の 分

布 に よ っ て は 、 定 常状 態 に お け る あ る個 体 群 の 分 布 が Ω 内 で 不 連 結 で 、 そ の 個 体 群 密

度 が 原 点の 周 りで ゼ ロ で あ る 、 とい う場合が 起 こ り うる 。 また 、 分 布 は 連結 で あ る が 、

分 布域 の 長 さ が 乙 よ り小 さい 、 と い うこ と も可 能 で あ る（Fig，2）。 本稿 で は 、 こ の よ う

な 場 合 は 考え ず 、仮 定（H1 ）を 満 た す定常 状 態 に 注 目す る 。 っ ま り 、 各 種 の 初 期 個 体群 サ

イ ズ は 十 分 に 大 き く 、 定 常分布 は 連 結 で 、 その 分 布 域 は 、 全 て の 種 に つ い て 長 さムを 持

っ と仮 定 す る 。

　 さて 、 定 常 分 布 は 、 次 の 式 か ら求 め られ る ；

　　　　　　 U ＋ 2Bn ＊
＋　th

＊
＝ C

C
，
は 、境 界条 件 （3）に よ っ て 決 ま る定 数で あ る ：C ＝ U （L！2）。 結 果 、 我 々 は 、 次 の 式を 得

る ；

（4） （・B ・ r ）n
＊

・ 咽
一U （・）

行 列 2B ＋ r 　は 正則 で あ る か ら 、

（5） n
＊
　＝ （・B ・ r ）

− 1

｛・ 
一Uω ｝

特 に 、

（6） ・1・

蠧｛θ1（告）
一喇

　摺対頻 度： 次 の よ うに 定 義 さ れ る個体群密 度の 相 対 頻 度 を 考え る ； 「r＝ バ加1。 実 際

に は 、 （5）と（6）を 使 う と 、 次 の よ うに 表 わ さ れ る ；

（7）

　　　　　　　．1U  
一喇

“ ＝ 2β1（2駐 ＋ r ）

　　　　　　　　び1 
一σ1（・）

以 下、次 の タ イ プ の 環 境ポ テ ン シ ャ ル U の み を考 え る ：
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（H2 ） u （x ）黷 Ψ （x ）K

K ． （。 1，
． K、，

＿，。
． ）

・ は正 定 数で あ り・第 儷 の 環 境 ポ テ ン シ ャ ル Ψ ¢ ）に 対 す る感 難 を

表 わす 。 Ψ（x ）は 種や 群 集 樹 造 に 依存 しな い ス カ ラ ー関数で あ る 。 こ の タ イ ブ の 環 境ポ テ

ン シ ャ ル は 、 群 樂外 の 要 因で 決 ま っ て い る よ うな 場台 に あて は ま る と考 え られ る 。 例 え

ば 、 環 境ポ テ ン シ ャ ル が 、 地理 や 化 学 物 質 の 分布 勾配 に よ っ て 決 ま っ て い る よ うな場 合

が 考 え られ る 。 Teramoto　and 　Seno ［11］も こ の タ イ プ の 環 境 ポ テ ン シ ャ ル を扱 っ た 。 こ の

と き 、 相 対 頻度（7）は 、次 の よ うに な る：

（8） fi。 璽 （2B ． r ）
− 1K

　 　 1《1

こ の 式 は 、 Ψ （x ）に 依存 して い な い 。 こ こ で 、 次 の 変 換 に よ り 、 我 々 は 、扱 う パ ラ メ ー タ

の 数 を へ らす こ と が で きる ：

（9）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＊

・’
・

蟲
・… 讐・fi’・

器
i＝ 1，2，＿，w ；ノ； ∫＋ 1

， i＋ 2
，
＿，w で あ る 。 岳 は第 ま種の 個体群 密 度の 鯲 相 対 頻 度

と呼 ぶ こ とが で き る 。 さ らに 、 次 の よ うな ベ ク トル と行 列を定 義 す る ：

fi　・・ 〔1，
　A2

，
＿

， 鋤
T

e ＝ （1，1，＿，1）
T

s ＝

E ＝

1

0
σ 12 　 0
σ 13　σ23

σ bレ　u2w 　
・晒

0

0

1

す る と 、 （8＞の 代 わ りに 、次 の 式 を 得 る ：

0

　 　 　 0
…　　 σw ＿1．w0
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（10） fi・＝ （E ＋ S）
｝le

（10）の 導 出 に っ い て は 、 付 録 A を 参照 され た い 。 結 果 、 重 み っ き相 対 頻 度が 行 列 S の

み に よ っ て 特 徴付け られ る こ とが わ か る 。

　 こ こ ま で 、我 々 は 、 個体群 密 度 n ＊ に の み 着 目 して きた 。 しか し、 こ れ まで の 議 論 は 、

Ω の 任意 の 部 分 域 ω ⊆ Ω に お け る個 体 群 サ イズ N ＊ に つ い て もあて は ま る 。 N ＊ は 次 の

よ うに 表 わ さ れ る ；

・
・

イ曲

実 際、（4）の 両 辺 を ω 上 で 積 分 し 、 （H2＞を 使 え ば 、 （8）に 対 応 す る 次 の 式 を得 る ：

愈 ． 鋤
（2B ． r ）

− 1K

　 　 Kl こ こ で 酷 座 で あ る 。

　　　　　N1

す る と 、 同様 に し て 、 我 々 は 、 次 の 式 を 得 る ；

（11） N 嘉 （E ＋ S）
− 1e

こ こ で ・ 愈・ （縞 一 乱）
T か1・

欝 （i＝ 1，2，．．．，w ）
　 　 　 　 　 　 o

結 局 、 次 の 結 果 を 得 る こ とが で き る ：

　結果 1 ．仮定（H1 ）を 満 た す 足 常複 数種群集 に 対 し て は 、 任意 の 部 分 域 ω 上 の 個 体 群

サ イ ズ に 関 す る 相 対頻 度 は 、St　一∂Ω 上 の 任意 の 点 x に お け る個 体群 密 度 に 関 す る相 対

頻度 と同 じで あ る 。

従 っ て 、 今 考 え て い る 場 合 に は 、種 の 個 体 群 サ イ ズ に っ い て の 相対頻度 は サ ン プ ル 領 域

に よ らな い 。 以後 、 我 々 は 、 個 体群 密 度 n ＊ の み を考 え る 。

　と こ ろ で 、（10）で 与 え られ る 貪 が （H 工）と矛 盾 しな い ため に は、S に 対 して の 拘 束 条件

が あ る 。 十 分条件 は 以下 の よ うに 求 め られ る（付 録 B ）：

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i− 1

　結果 2 ． も しも 、 Max Σ ffkiく 1な らば 、（10）で 与 え られ る n は（Hl ）と矛 盾 し な い 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 i　 k ＝ 1
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さ らに 、 次 の よ うな 必 要 条 件 も得 る こ と が で き る （付録 C ）：

　結 果 3 ． も し も 、 （10）で 与え られ る fiが （H1 ）と矛 盾 しな い な らば 、　Mqx 　M．i　n　Oiv く 1で
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 丿　 　 　 1

あ る 。

以下 で は q σ
ヴ

｝に つ い て ・い くっ か の 特 殊 な場 合 を 調 べ る ・ 特 に ・ 1σ、j　｝が ラ ン ダ ム

に 与 え ら れ る場 合に 着 目す る 。 そ の 場合 に は 、｛σiy｝ は 、 平 均 値 くσ〉 、 偏差 δ〈σ〉 （0≦ δ

≦ 1）で あ る よ う な
一

様分 布 に したが っ て 決 ま る とす る 。 δ は ｛σ
σ

｝ の 偏 差 係数（coefficient

of　variance ）で あ る 。 す る と 、 可 能 な σiv の 最大 値 は （1 ＋ δ）〈σ〉 で あ り 、 最 小値 は （1一

δ）〈σ〉 で あ る 。 ラ ン ダ ム な ｛σ
ヴ｝の 場 合 に っ い て は 、 次 の よ うな 数 値計 算 の 手順 を 繰 り

返 して 用 い 、平均的 な 様 相 を調 べ る ：

（A） ラ ン ダ ム に 決 め た ｛σり ｝に つ い て 、 ∫＝ 2 〜100 の 個 体 群密度 ni を（10）を用 い て 順

　 に 計算 す る 。

（B） も し も 、 得 られ た ni が負 で あ れ ば、　 ni は 仮 定（Hl ）に 矛盾 す る か らゼ ロ に お く。

（C） （B）を 100種 の 個 体群 に 対 して 順 に 行 な っ て ゆ き 、 正 の 個 体 群 密 度 を 持 つ 個 体 群 に

　対 して 1 か ら w まで の 順 位 を 付 け直 す 。

（i）　任 意 の ∫，ノに 対 して σii　
＝
　a 　

＝
　const ，の 場 合 。

　 こ の 場 合、上 位 の 種 か らの 干渉 は 、 上 位 種 に っ い て の 個体群 密 度 の 総 和 の み で 決 ま り、

上位 の 種 は 区 別 さ れ な い 。 任意 の 4ノに 対 し て q广 σ な ら ば 、 fiは 次 の よ うに 陽 に 求 め

られ る ：

（12） fii　＝ （1一σ）
i− 1

（i＝ 1
，
2

，
．．．

，
w ）

こ の 場合 に は 、 σ く 1 は fiと （H1）が 矛 盾 しな い ため の 必要十分条件 に な っ て い る 。 ’は

第 i番 目の 種の 個 体群 サ イズ の ラ ン ク と見 な せ る 。 も しも 、 あ らゆ る 種 の 持 つ パ ラ メ ー

タが 全 て 等 し い な らば 、 排 他 的干渉 の 効果 は 、 単 に 、 上 位 種 の 個 体群密 度の 総 和 か ら く

る効果 と い え る 。 こ の 意 味 で 、 結果（12）は 、
ニ ッ チ先 取 りモ デ ル の 結果 に 対 応 して い る

［7，13］。 た だ し 、 （12）は 仮 定 σ广 σ か らだ け導 か れ る もの で あ っ た か ら 、（12）に 対 して 、

さ らに 、 任意 の iに 対 して 脹
＝ pa　＝ 　const ，を 仮定 した と して も 、

パ ラ メ ー タ の 自由 度 は

残 る 。 で あ る か ら 、 こ の 結 果 は 、
ニ ッ チ先 取 りモ デ ル の 結果 を拡 張 した もの と 考 え る こ

とが で き る 。
ニ ッ チ 先 取 り モ デ ル と異 な り 、 動 的 な 過程 を経 て 至 る定 常 状 態 に 対 して こ
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の 結 果 が 得 られ て い る こ とは 興味深 い 。

（ii）　任 意 の i
，
　j に 対 して oii　＝ 　ui の 場 合（domiiiant　species −dependent　case ）。

　 こ の 場 合 に は 、 排 他 的 干渉効果 の 強 さ は 、 どの 上 位種 か らの もの か に よ っ て 決 ま り 、

そ の 効 果 を 被 る種 に は よ らな い 。 この 場 合 に も n を 陽 に 求め る こ とが で きる ：

（13）

　 　 1＿1

玩＝ rI（1−　ak）
　 　 k ＝1

（i＝ 2，3，、9 。， w ）

容易 に わ か る よ う に 、 我 と （H1 ）が矛 盾 しな い た め の 必 要 十分 条件 は 任 意 の ’に っ い て

σ
，
く 1 で あ る 。 こ の 場 合 に は 、 ｛σi ｝ が ラ ン ダ ム に 与 え られ て も 、 相 対頻度分 布 の 歪み は

小 さ く（Fig．3）、 ほ とん ど幾 何 級数 分布 と して フ ィ ッ テ ィ ン グされ うる 。

（iii）　任意の ’，ノに 対 して 6ij　＝ （Jj の 場 合 （ordinant 　species −dependent　case ）。

　上 位の 種 は 区別 され ず 、 上 位種 に つ い て の 個 体群密 度の 総和 が排 他 的干 渉 効 果 に 寄与

す る 。 干渉効果 の 強 さ は 、効果 を被 る種 の み に 依存す る 。 fiは 次 の 形 に か け る ：

（14） 岳＋ ・｛
　 ’＿1 ’＿1

1 ＋ Σ H （1一切
　 ノ

胃2km ノ ｝・… 調

（10）を解 析 す る こ と （付 録 D ）に よ り 、 次 の 結 果 が 得 られ る ：

　結 果 4 ．任意 の i
，
　jに 対 して σ广 9

」
の 場 合、重 み つ き相対 頻 度 が 優位 牲 の 順位 の 順

で 幾 何 法 則 に し た が うた め の 必 要 十 分 条件 は 、 任 意 の i
， ノに 対 して σ广 σ ＝ const 　＜ 1

で あ る こ とで あ る 。

（14）で 与 え ら れ る fiと （Hl ）が 矛 盾 しな い た め に は 、 （14）の 右 辺 が 正 で な け れ ば な らな

い が ・ そ の よ う な ｛q ｝ の 閾 値 を 数値 計 算 に よ ・ て 求 め た結 果 を Fig・4 に 示 す ・

　上 記 の
傷

＝ σi
の 場 合 と対 照 的 に 、 ヒの 場合 に は 、 ｛（狽 の ラ ン ダム さ は 、相 対 頻度分

布 を顕著 に 歪 ませ る（Fig．5）。 正 の δは 、 低 い ラ ン クの 個 体 群 サ イ ズ を 上 げ 、高 い ラ ン ク

の そ れ を 下 げ る 効 果 の あ る こ とが Fig．5（c）か らみ て とれ る 。　 Fig．　5（a）か ら わ か る よ

うに 、 大 きな ラ ン ダム さ 、 っ ま り、大 きな δの 値 は 、 相 対 頻 度分布 を 線形 に 近 い 形 に 歪

ま せ る 。 中庸 な δの 値 は 、 相 対頻度分布 が 対数 分 布 で 近 似 で き る よ うな 歪 み を与 え て い

る（Fig．5 （b））。

N 工工
一Eleotronlo 　Llbrary 　



The Japan Society for Industrial and Applied Mathematics

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Sooiety 　for 　工ndustrial 　and 　 Applied 　 Mathematios

排他的干渉関係 を持つ 複合種系 に お け る ラ ン ク
ー
サ イ ズ関係 91

X

1031021011eOlo

−1

跏o
・2

，0
・310
−4tO
・510
・610
・710
・810
・910
・1010
・1110
−12

麈o
−1310
・1410
−1510
・le，

0 10 20 30

RANK

Fig．3．　Examp旦e　dlSUtbution　ofIfi血 出c　case 　when σv
＝
　oi　Siven　randomly 　for　any ’，ノ．〈σ〉 ” O．8．

σ

5

4

qU

9員

−

00
2 4 　6　　 8

0RDER1012

Fig，4．　Cri星ic艮i　va 弖ues 　of ｛σウ｝for　the◎onsiStence 　betWeen　fi　a口d （H　l），

　　axis 　is　for丿ofgu ＝ai；Venical　is　for山e　value 　of 　Uj．，　σ2 誌 v頗 ousiy 　givcn、

14

σ2；O，2
σ2＝ O，4

σ2＝ O，6
σ2＝ O．8

σ2．− 1．2

σ2＝1．4

σ2；1，6

σ2＝ 1．8

Numerically　caluculated ．　 H 。imnUl

一 91 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



The Japan Society for Industrial and Applied Mathematics

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Sooiety 　for 　工ndustrial 　and 　 Applied 　 Mathematios

92 日本応用数理 学会論文誌　Vol．1No ．11991

X

200

100

0

（a）

一

十

一

δ＝Q

δ冩o，1
δ躍o．3

δ茜O．5
一一

ひ
一一

　 δ噐 O，7
十 　δ耳星

0 20RANK 40

X

200

100

0

（b）

1 　　10RANK 100

X

1000

100

10

1

10

，01

。001

（c）

0 20RANK 40

Fig．5．　EKamplo　dist貞budon　of 倉in　the　case 　when （su＝uJ　given　randomly 　fbr　any ’，ノ．〈σ〉 ＝ a2．

　　　　　（a）norma1 −nOTma ユax 遮；（b）log−normal　axis ；（c）norma1 −log　ax 的．

92一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



The Japan Society for Industrial and Applied Mathematics

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Sooiety 　for 　工ndustrial 　and 　 Applied 　 Mathematios

排他的干 渉関係 を持 つ 複合種系 に お け る ラ ン ク．サ イズ 関係 93

（iv）　｛σii｝が ラ ン ダ ム な場 合 。

　生 息 可 能な 種 の 数 w は 1σの の ラ ン ダム さ に よ っ て あ る 偏差 を 持 つ 。 こ の 種 数 w

を 多 数 回 の 数値 計 算 に よ っ て 評 価 した結 果 、 〈σ〉 が 大 き くな るに した が っ て w は小 さ

くな る こ とが 示 さ れ た（Fig．6）。 ラ ン ダ ム な ｛σの に 対 して は 、 た と え く◎〉 が 1 よ り も大

き く て も 、 生 息 可 能 な 種 の 数 は 必 ず し も 1 で は な い 。 〈 σ〉 ＞ 1 の 場合 に は 、 大 き い 偏差

は 生 恩可能 種数 を 大 き くす る 傾 向 がみ られ る 。 こ の こ とを 確 か め る た め に 、 各 平 均 値

くσ〉 に 対 して 、 生 息 司能 な 種 数 が 1 に な る よ う な閾 の 偏 差 の 値を 数 値計 算 に よ っ て 評

価 した 。 そ の よ うな偏 差 の 値を「閾偏差」（critical　yariance）と呼 ぶ こ とに す る 。　 Fig．7 に そ

の 結 果 を 示 す 。 仮 定 さ れ た 傾 向が 、 明 らか に み られ る 。 閾 偏 差 は 、〈σ 〉 が 大 き くな る に

した が っ て 大 き くな る 。 こ の 傾向は 、 上め結果 3 か ら導 か れ る 次 の 結果 に 関係が あ る は

ず で あ る ：

補 題 ．（10）の fiが（Hl ）と 矛 盾 しな い な らば 、〈σ〉 一一　5〈 σ〉 く 1で あ る 。
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　 最 後 の 不 等 式は 、〈σ〉 と δ の 関 係 式で あ る 。 こ の 関 係 式 の 与 え る 境 界 点 も Fig．7

に 示 した 。実 際 、数 値 計 算 に よ る 閾 偏差 は 、 そ れ 自身 の 偏 差 を 持 っ て は い るが 、 傾 向

は こ の 関 係 式 の 与 え る そ れ と類 似 して い る 。

　 次 に 、 こ の ｛σ ，
．｝の ラ ン ダ ム さ に よ る相 対 頻 度 分 布 の 歪 み に 薔 目す る 。 Fig，8 に 示

　 　 　 　 　 　 　 タ

す よ うに 、 ゼ ロ で な い δ は 、 δ が ゼ ロ の 時の 相 対頻 度分布 （幾 伺 法 則 に したが う分 布）

を 明 らか に 歪 ませ る 。 正 の δ が 低 い ラ ン クの 個 休群 サ イ ズ を上 げ 、 高 い ラ ン ク の そ れ

を 下 げ る 効 果 を 持 っ て い る の は 、 上 記 の σti　
＝

　Oi の 場 合 とIUI様 で あ る 。 歪 み は 、 柎 対

頻 度 分 布 を 幾 何 法 則 か ら完 全 に は ず して は い る が 、 Oii　＝
　6i の 場 合 と比 べ て 、 そ の 秘 度

は 小 さ い 。 　さ ら に 、 こ の 場合 に は 、σ
广

σ
ノ

の 場 合 と異 な り 、大 きな ラ ン ダ ム さ 、 っ

まり、大き な δ が 、相 対 頻度 分 布を 対 数 分布 形 に近 づ け る 。 線 形分 布 に 近 づ くとい う 、

σij　
＝ （Ji の 場 合 に み られ た傾 向 は な い 。

δ

100

80

60

40

20

o0

2 4 6 8 　　　10 　　 12 　　 14 　　 16

〈σ〉

F1g．7，　Critical　variance 　below　which 　no 　population　is　sampl αd．「’
＋
’脚
shows 　the　nurnerical 　results．
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4 ． 結 語

　 一
っ の 典 型 的 な ラ ン クーサ イ ズ 関係 で あ る 幾 何 法 則 が 、 我 々 の モ デ ル に お い て もあ る

特 殊 な 場 合 と して 導 か れ た 。 こ の こ とは 、幾 何 法 則 が 、 ニ ッ チ先 取 りモ デ ル 卩，
13］で も

示 さ れ た よ う な 空 間 を め ぐ る競 争 と強 い 関 係 を持 っ て い る こ と を 示 して い る 。 我 々 の モ

デ ル は 、Pielou　［9ユの い うと こ ろの 資 源 配分 モ デ ル で は な い が 、 ニ ッ チ先 取 りモ デ ル の 拡

張に な っ て い る と も解 釈 で き る 。

　 我 々 の モ デ ル に お い て は 、 種 間 の 優 位性 は 、 考え て い る 個 体群 の 空 間 分 布 が い くつ の

他種 の 個体 群 密度 か らの 干 渉効 果 を受 け て 決 ま るか 、 に よ っ て 定 め られ て い た 。 こ の 優

位順 位 と 、 ラ ン ク
ー
サ イ ズ 関係 に お け る ラ ン クは 、

一般 に は
一

致 し な い 。 さ らに 、

一 般

に は 、 実現 さ れ るラ ン ク
ー
サ イズ 関 係 は 、 従 来 の モ デ ル か ら導 か れ るそ れ と比 較 して 歪

ん で い る（Fig．8）。

　 種 間 に お け る 排 他 的 干 渉効 果 の 強 さが ラ ン ダム に 与 え られ て い る場 合 に は 、 ラ ン ク

ー
サ イ ズ 関 係 が 歪 む ば か りで な く 、 系 に お け る種 の 多様 性が そ の ラ ン ダ ム さに 影 響 を 受

け る 。Fig．6 に 示 した よ うに 、 平 均 値 と して は 最大の 種数 を 実現 で き る よ うな 排 他 的 干

渉効果 の 強 さ が 与 え られて い る よ うな 場 合 に 、 ラ ン ダム さ の 偏 差 が 大 き くな る に した が

っ て 、系 の 生 息 種 数 は 減 少 す る 傾 向 が あ る 。

一方 、 平 均 値 と して は 、 1 種 しか 生 息 で

きな い よ うな 排 他 的 干 渉効果 の 強 さ の 場 合 に は 、 逆 に 、 ラ ン ダ ム さの 偏 藻 が 大 き く な る

と 種の 多様性 が 上 が る 傾向 が み られ る（Fig，7）。 っ ま り 、 種闇の 排他的 干渉効果 が 平 均 的

に 強い 場合 に は 、 そ の 偏差 が 大 き い 場 合 に 、 平 均 的 に 弱 い 場合 に は 、 偏差 が 小 さ い 場 合

に 、 種 の 多様性 は 上 が る とい う結 論 に な る 。

　 種 間 の 干渉効 果 の 強 さ の 分 布 の ラ ン ダ ム さが ラ ン ク
ー
サ イ ズ 関係 を 幾 何 法 則 か ら歪 ま

せ 、 他 の 分布 に 近づ け る可 能 性 を我 々 の 解 析 は示 唆 して い る 。
つ ま り、 多 様 な 種 の 成 す

ラ ン クーサ イ ズ関係 が 、従 来 研 究 され て きた よ うな 型 に あ て は ま る の も 、 種 間 の 関 係 に

或 るラ ン ダ ム さ が あ り 、 そ の 反 映 な の か も しれ な い 。

　 単 純 なモ デ ル は 、 現 実 の 現 象 を考 え る に は 、 余 りに も単 純 す ぎ る場 合 もあ る が 、現 実

の 現 象を生 物 学 的 に 考 え る うえ で の 指 標 を 与 え る こ と もあ る 。 我 々 は 、 こ の 解 析 が 他 の

研 究に 何 らか の 寄与 を 与え る こ とを 期待 す る 。
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　付録 A

　 （10）の 導 出 を 述 べ る 。 （8）か ら 、 第 ∫種 に っ い て の 次の 式 を 得 る ：

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i− 1

　　　　　　　
2β’告・

ぼ1
嬬 ・ 2β1著

（9）で 示 され た 記 号 を 使 うと 次の よ うに 書 き換 え られ る ：

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i− 1

　　　　　　　牆 ・

呂1響牆 ・ 1

　　　　　　　　　　　　　　　　　A
こ の 式 は 、　n ＋ S ” ＝ e を意 味 す る か ら、 （10）が 導 かれ る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 付 録 B

　（10）と （H1 ）の 無 矛 盾 に 関 す る結 果 2 を 証 明す る 。 （10）か ら次 の こ と が 得 られ る ：

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i− 1

　（B1）　 　分F1 一Σ σた，飯
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k ＝ 1

す る と 、

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i− 1

　（B2）　　　 Ai＞ 1一　Σ σkil’M鼻x 毎
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ノ　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k ＝1

　さ て 、 　今 、 1≦ノ≦ i− 1 に お け る任 意 の ノに っ い て 0 ≦葛とす る と、（B1）か ら 、 1 ≦j≦
　　　　　　　　　　　　　　 A

i− 1 に お け る任 意 の ノに つ い て nj ≦ 1 で もあ る 。 した が っ て 、 （B2）か ら次 の 式を 得 る ：

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＿1

　（B3）　 　 fii＞ 1一 Σ σki
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k＝1

も し も 、 （B3 ）の 右 辺 が 正 で あ る な らば 、　 iに 関 し て も（H1 ）は 満 た さ れ る 。 つ ま り 、

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i− 1

　　　　　　 1 − M 孕x Σ σki ＞ O
　 　 　 　 　 　 　 　 　

t
　 k ＝1

　　　　　　　　　 A

ならば 、 十分 で あ る。
ni ＝ 1で あ るか ら、 こ の 条件を繰 り返 して 使えば、結 果 2 が得 られ る 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 − 97一
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付 録 C

結果 3 を 証 明 す る 。 　 （B1＞か ら 、

（C1 ） 毎≦ 1 − 1）f＿rMin σ ’々
　 　 　 　 　 　 k

こ こ で 、 P ，
。 鹸 （i・ 2， 3， … ， ・）で あ る ・ （H1 ）鞴 た さ れ る な らば （C1）の 右 辺

　 　 　 　 　 　 k＝1

は 任 意 の ’に っ い て 正 で な けれ ば な らな い 。 こ れ は 、次 の よ うに 書 け る ：

（C1） ・≦ 1 − M
尹

・｛・・− 1Ψ σ・’｝

fi1． 1 ． Pi．、≦Pi （i・ 3，
4

・ …
w ）を使 い ・ （C2）備 た され る とす れ ば ・

　　　　　　・・ 1− M則堕 叫

結 果 3 が 証 明 さ れ た 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 付 録 D

　結 果 4 を証 明 す る 。fii＝ η
i’1

（0 ＜ η く 1；i＝ 2，3，＿，w ）と仮定 す る 。 す る と 、 （10）か

ら、次 を 得 る ：

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i　1

　　　　　　n
’− 1

＝ 1一Σ σ、mk
− 1

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k ； ！

Oki ＝ （7iの 場 合 を 考 え て い る の で 、 こ れ を 代 入す る と 、 直 接 、σ
ki　

＝ 1一
η が 得 られ る 。

した が っ て 、 こ の こ と は 、 （10）が 幾 何 法 則 を与 え るな らば 、 任意 の i
，
　jに つ い て σ广

const ，で あ る と きで あ る こ と を 示 して い る 。 逆 に 、 任意 の ∫，ノに つ い て 6ij　＝
　const ．で あ

る と き に は 、我 々 は 、 幾 何 法 則 を 表わ す（12）を 陽 に 得 る こ とが で き る 。
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　 1990年 京 都 大学理 学 博士 。 寺本研 出身 。 専門 は 数 理 生 物学 。 1987−89年 ltalia　Napoli大

学L．M ．　Ricciardi教授 の 元 に 留学 。 環 境の 不 均 質性 と生物 個 体 群 との か か わ りあ い に 興 味

が あ り 、 数理 モ デ ル 研究 に 勤 しむ 。 現在 、 日本 医科大 学 基礎 医学 情 報処 理室 助手 。

（1990年12月 4 日受付）
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