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１ 　 a, b > 0 とする．このとき次の問いに答えよ．

(1) x > 0, p > 1 のとき，(x + 1)p > xp + 1 を示せ．

(2) p > 1 のとき，(a + b)p > ap + bp を示せ．

(3) q > p > 0 に対して，(ap + bp)1/p > (aq + bq)1/q を示せ．

(4) lim
p→∞

(ap + bp)1/p = max{a, b} を示せ．

２ 　次の問いに答えよ．ただし，x, y, z は実変数とする．

(1) f(x, y) =

∫ x

0

et2+tydt とするとき，
∂f

∂x
(1, 0),

∂f

∂y
(1, 0) を求めよ．

(2) g(z) =

∫ 2z+1

0

et2+tzdt とするとき，g′(0) を求めよ．

３ 　 x1, x2, x3, x4 を実数とし，行列A を次のように定義する．

A =


1 1 1 1

x1 x2 x3 x4

x 2
1 x 2

2 x 2
3 x 2

4

x 3
1 x 3

2 x 3
3 x 3

4


このとき次の問いに答えよ．

(1) A の行列式が
∏

1≤i<j≤4

(xj − xi) であることを証明せよ．

(2) A が正則のとき，A−1 の (4, 4) 成分を求めよ．

(3) A が正則のとき，A−1 の (4, 1) 成分を求めよ．



４ 　 n 次正方行列 W を

W =


0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

. . . . . .

0 0 0 · · · 1

1 0 0 · · · 0


で定義する．次の問いに答えよ.

(1) 1 の原始 n 乗根 ζ = e2πi/nに対し，W


1

ζ

ζ2

...

ζn−1

 を ζを用いて表せ．

(2) W のすべての固有値とそれらに対応する固有ベクトルを求めよ.

(3) n = 5 のとき, A = W + W−1 のすべての固有値とその重複度を求
めよ.

５ 　有限集合 A の元の個数を |A| で表すことにする．有限集合X

の部分集合 A1, A2, . . . , An に対して，以下の不等式を証明せよ．

(1)

∣∣∣∣∣
n∪

i=1

Ai

∣∣∣∣∣ ≥
n∑

i=1

|Ai| −
∑

1≤i<j≤n

|Ai ∩ Aj|.

(2)

∣∣∣∣∣
n∪

i=1

Ai

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

i=1

|Ai| −
∑

1≤i<j≤n

|Ai ∩ Aj| +
∑

1≤i<j<k≤n

|Ai ∩ Aj ∩ Ak|.

６ 　偏りのないコインを用いたコイン投げを考える．n 回目の試行
において表が出たら 1，裏が出たら −1を対応させる確率変数を Xn とし，

Sn =
1

n
(X1 + · · · + Xn)

とおく．



(1) Sn の平均値 E[Sn] と分散 V[Sn] = E[(Sn − E[Sn])2] を求めよ．

(2) n = 1, 2, . . . として，確率 P (S2n = 0) を求めよ．

(3) スターリングの公式

n! ∼
√

2πn
(n

e

)n

(ここで，∼ は両辺の比が n → ∞ のとき 1 に収束することを意味
する) を用いて，

lim
n→∞

√
nP (S2n = 0)

の値を計算せよ．

７ 　 nを自然数とし，複素関数 f(z) を

f(z) =
1

z

(
z +

1

z

)n

によって定める．

(1) f(z)の z = 0における留数を求めよ．

(2) 単位円周 |z| = 1上で f(z)を線積分することにより，

In =

∫ 2π

0

(cos θ)ndθ

の値を求めよ．

８ 　A を n 次エルミート行列でその固有値は全て非負とする．ま
た e1, . . . , en をCn のエルミート内積 〈 , 〉 に関する正規直交基底とする．

(1) s を 0 < s < 1 を満たす実数の定数とし，[0,∞) 上の関数 f(x) を

f(x) = xs

で定義する．f(x) が凹関数（上に凸な関数）であることを示せ．



(2) s を 0 < s < 1 を満たす実数の定数とし，α1, . . . , αm を A の相異
なるすべての固有値とする．そして，αk に対応する固有空間への

正射影を Ek とするとき，As を As =
m∑

k=1

α s
kEk で定義する．この

とき，任意のベクトル v について

〈v, Av〉1−s ≥ 〈v, A1−sv〉

を示せ．

(3) lim
s→+0

x1−s − x

s
= −x log x (x ≥ 0)を用いて，

−
m∑

k=1

〈ek, Aek〉 log〈ek, Aek〉 ≥ −
m∑

k=1

〈ek, (A log A)ek〉.

を満たすことを示せ．ただし，x = 0のとき x log x = 0と定め，

A log A =
m∑

k=1

(αk log αk)Ek とする．

９

(1) A を位相空間 X の部分集合とする．A の部分集合 U が A の開集
合であることを，X の開集合 O が存在して，U = A ∩ O と表さ
れることと定義する．この定義により，A が位相空間となることを
示せ．

注意: このとき，A を X の部分空間という．

(2) ３次元ユークリッド空間 R3 の部分空間 E と D を次のように定
める．

E = {(x, y, z) ∈ R3| |x| ≤ 1, |y| ≤ 1, |z| ≤ 1}
D = {(x, y, z) ∈ R3| x2 + y2 + z2 ≤ 1}

このとき，E と D は同相であることを示せ．



10 　 i を虚数単位とし，複素数 z = a + bi (a, bは実数) の絶対値を
|z| =

√
a2 + b2 で定める．複素数 a + bi のうちで a, b がともに整数であ

るものの全体を R とおく：

R = {a + bi | a, bは整数 }

以下の問いに答えよ．

(1) R は (通常の複素数の演算で)環になることを示せ．

(2) z1 ∈ R, z2 ∈ R, z2 6= 0 に対し

z1 = uz2 + v (|v| < |z2|)

となる u ∈ R, v ∈ R が存在することを示せ．

(3) I ⊂ R をイデアルとすると，I は単項イデアルであること，すなわ
ち I = {az | z ∈ R} となる a ∈ R が存在することを示せ．


