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1
n 次元実ベクトル空間 R

n の通常の内積 u · v に関して，部分

空間 W の直交補空間 W⊥ を

W⊥ = {u ∈ Rn :任意の v ∈W に対して u · v = 0}

で定義する．

(1) {a1, . . . ,ak} を部分空間 W の正規直交基底，{b1, . . . , bl} を部分空

間 W⊥ の正規直交基底とするとき，{a1, . . . ,ak, b1, . . . , bl} は R
n

の正規直交基底になることを示し，dimW⊥ = n− dimW が成り立

つことを示せ．

(2) 部分空間 W に対して (W⊥)⊥ = W が成り立つことを示せ．

(3) 部分空間 W1,W2 に対して (W1 +W2)
⊥ = W⊥

1 ∩W
⊥
2 が成り立つこ

とを示せ．

(4) 部分空間 W1,W2 に対して (W1 ∩W2)
⊥ = W⊥

1 +W
⊥
2 が成り立つこ

とを示せ．

2 3次以下の実係数多項式全体のなすベクトル空間

V = {f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 : a0, a1, a2, a3 ∈ R}

に対して，

W =
{
f(x) ∈ V :

∫
1

0

f(x)dx = 0
}

とおく．また定数 a, b ∈ Rに対し，線形写像 T : V −→ V を

(Tf)(x) = f(ax+ b)

で定義する．

(1) 部分集合W は V の部分ベクトル空間であることを示せ．

(2) W の基底を１組求めよ．

(3) T のW への制限 T |W が，W からW への線形写像になるような定数

a, b を求めよ．ただし，(a, b) 	= (1, 0)とする．
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(4) (3)で求めた a, b に対し，T |W の (2)で求めた基底に関する表現行列

を求めよ．

3
p, q を，

1

p
+
1

q
= 1 を満たす正の実数とする．

(1) A, B を正の実数とするとき，任意の正の実数 t に対して

A
1

pB
1

q ≤
A

p
tp +

B

q
t−q

が成り立つことを示せ．また，どのような t について等号が成立す

るか答えよ.

(2) 2n 個の正の実数 x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn に対して

x
1

p

1 y
1

q

1 +x
1

p

2 y
1

q

2 + · · ·+x
1

p

ny
1

q

n ≤ (x1+x2+ · · ·+xn)
1

p (y1+y2+ · · ·+yn)
1

q

を示せ．

4
aを実定数とし，平面R2上で定義された関数

f(x, y) =

{
(x2 + sin2 y)a (x, y) 	= (0, 0),

0 (x, y) = (0, 0)

を考える．

(1) fがR2上で連続的微分可能，すなわち，f が偏微分可能でかつ f の

偏導関数が連続であるための aに関する必要十分条件を求めよ．

(2) 積分 ∫ ∫

0<x2+y2≤1

f(x, y)dxdy

が収束するための aに関する必要十分条件を求めよ．

5
Z を整数全体の集合とする．X を n 個の要素からなる有限集

合とし，f を X から Z への写像とする．

(1) f が定値写像でないとき，次の不等式を示せ．
∑

x,y∈X

(f(x)− f(y))2 ≥ 2n− 2.
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(2) (1) で等号が成り立つとき，集合

{ |f−1({k})| : k ∈ Z }

を求めよ．ただし，|Y | は集合 Y の要素の個数を表す．

6
X を区間 [0, 1] 上の一様分布に従う確率変数とする．つまり，

P (X ≤ t) =

∫ t

−∞

fX(x)dx, fX(x) =

{
1 0 ≤ x ≤ 1 のとき,

0 その他

が成り立つとする.

(1) X の平均値 E[X] と分散 V[X] を求めよ.

(2) Y を X と同じ分布をもち, X と独立な確率変数とする. このとき,

Z = X + Y と Z ′ = X − 2Y の共分散

Cov(Z,Z ′) = E[(Z − E[Z])(Z ′ − E[Z ′])]

を求めよ.

(3) (2)で定義した確率変数 Z の分布関数 FZ(t) = P (Z ≤ t) と確率密度

関数 fZ(x) を求めよ.

7
R 上で微分可能な関数の列 {yn(x)}

∞
n=1 は微分方程式

y′n(x) = n yn(x)(1− yn(x)) (x ∈ R), yn(0) =
1

2

を満たすものとする.

(1) yn(x) を x と n の式で表せ．

(2) ϕ(x) を R 上の有界かつ連続な可積分関数とするとき，次の等式を

示せ．

lim
n→∞

∫ ∞

−∞

yn(x)ϕ(x)dx =

∫ ∞

0

ϕ(x)dx, lim
n→∞

∫ ∞

−∞

y′n(x)ϕ(x)dx = ϕ(0).

8
関数 f(z) =

cos(πz)

z2 sin(πz)
について以下の問に答えよ．
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(1) 関数 f(z)の複素平面におけるすべての極およびその留数を求めよ．

(2) nを自然数として，複素積分

In =

∫

Cn

f(z)dz

の値を求めよ．ただし，ここでCnは円周 |z| = n + 1

3
を反時計回り

に向きづけたものとする．

9

Xを空でない位相空間とし，下記の性質 (∗)をみたすものとする．

(∗) Xの任意の点 xに対して，xの開近傍 Ux および 2次元ユーク

リッド空間R2の開集合 Vxが存在して，Uxと Vxは同相である．

(1) Xの点 pに対し，pと連続な弧で結ぶことができるXの点全体をXp

とする．すなわち

Xp ={q : q ∈ X, 連続写像 γ : [0, 1]→ X が存在して,

γ(0) = p, γ(1) = q}.

このとき，XpはXの開集合であることを示せ．

(2) Xが連結であれば，Xは弧状連結であることを示せ．

10
iを虚数単位とし，複素数の集合Rを

R = {a+ bi : a は整数, b は偶数 }

で定める．

(1) Rは複素数体の部分環であることを示せ．

(2) Rの単元 (逆元をRの中にもつRの元)をすべて求めよ．

(3) Rの元 αが単元でなく，α自身か単元でしか割り切れないとき αを

既約元という．{17, 19, 3+4i}の中で既約元はどれか．理由とともに

答えよ．
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