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1 αを 0でない実数とし，0でない実数からなる数列 {an}∞n=1が

lim
n→∞

sin an

an

= α

をみたすとする．

(1) 数列 {an}∞n=1は有界であることを示せ．

(2) α = 1のとき，数列 {an}∞n=1は収束することを示し， lim
n→∞

anを求
めよ．

2

(1) 正定数 cに対して，関数 fc : (−π, π) →
(
−π

2
,
π

2

)
を

fc(x) = arctan(c tan x
2
)

により定める．このとき，導関数 f ′
c(x)を cos xにより表せ．

(2) 定数 α > 1に対して，次の等式を証明せよ．∫ π

0

dx

α + cos x
=

π√
α2 − 1

.

(3) 定数 α > 1に対して，次の積分値を求めよ．∫ π

0

dx

(α + cos x)2
.

3 M4(R)を 4次実正方行列全体のなすベクトル空間とする．

(1) a, bを実数とするとき，行列

A =


a 0 0 b

0 a b 0

0 b a 0

b 0 0 a


の行列式 |A|を求めよ．
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(2) M4(R)の部分集合

W =

A =

a 0 0 b
0 a b 0
0 b a 0
b 0 0 a


∣∣∣∣∣∣∣ a, b ∈ R, |A| = 0


がM4(R)の部分ベクトル空間であるかどうかを，理由と共に答えよ．

(3) 次の 2つの 4次正方行列がR上一次独立であることを示せ．

B1 =


1 0 0 1

0 1 1 0

0 1 1 0

1 0 0 1

 , B2 =


1 0 0 −1

0 1 −1 0

0 −1 1 0

−1 0 0 1

 .

(4) 前問で与えられた行列B1, B2で張られるM4(R)の部分ベクトル空
間に属する任意の行列Bについて，|B| ≥ 0であることを示せ．

4 n次元実ベクトル空間Rnにおける通常の内積をu · vで表すとし，

{e1, e2, . . . , en}をRnの正規直交基底とする．f =
n∑

i=1

eiとし，

W = {v ∈ Rn | v · f = 0}

とする．さらに，Rnの 0でないベクトルaに対して，写像 ra : Rn → Rn

を
ra(x) = x − 2

a · x
a · a

a

で定義する．

(1) W がRnの部分ベクトル空間であることを証明せよ．

(2) raが線形写像であることを証明せよ．

(3) {e1 − e2, e2 − e3, . . . , en−1 − en}がW の基底となることを証明せよ．

(4) W に属する 0でないベクトル aに対して，ra(W ) = W を証明せよ．

(5) n = 4の場合に, W の基底 {e1 − e2, e2 − e3, e3 − e4} に関する re2−e3

の表現行列を求めよ．
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5 nを正の整数とし，F = {0, 1}とする．写像 d : F n × F n → Zを

d(u,v) =
∣∣∣{i | 1 ≤ i ≤ n, ui 6= vi}

∣∣∣
で定義する．ここで，u = (u1, u2, . . . , un) ∈ F n, v = (v1, v2, . . . , vn) ∈ F n

であり, |S|は有限集合 Sの要素の個数を表す．さらに, 0 ≤ k ≤ nをみた
す整数 kとu ∈ F nに対して

Nk(u) = {v ∈ F n | d(u,v) = k}

とおく．

(1) kは 1 ≤ k ≤ nをみたす整数とし，u,v ∈ F n は d(u,v) = kをみた
すとするとき，|Nk−1(u) ∩ N1(v)| を求めよ．

(2) i, jは 0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ nをみたす整数とし，u,v ∈ F nとする．
d(u,v) = kとするとき，|Ni(u) ∩ Nj(v)| を求めよ．

(3) i, jは 0 ≤ i < j ≤ nをみたす整数とし，u,v ∈ F nとする．任意の
x,y ∈ Ni(u) ∩ Nj(v) に対して d(x,y) < 2j が成り立つことを示せ．

6 2つの確率変数X, Y の共分散は

Cov(X, Y ) = E[(X − E[X])(Y − E[Y ])]

で定義される．ただし，E[Z]は確率変数Zの平均値を表す．以下の問い
に答えよ．

(1) 確率変数 X, Y が独立であるとき，Cov(X,Y ) = 0となることを
示せ．

(2) 確率変数X, Y のとる値が 0または 1に限られているとする．この
とき，Cov(X,Y ) = 0であれば，X, Y は独立であることを示せ．

(3) 確率変数X, Y のとる値が−1, 0または1に限られているとし，E[X] =

E[Y ] = Cov(X,Y ) = 0とする．このとき，X, Y は独立であるかど
うかを理由と共に答えよ.
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7 γ(t)をR上の実数値連続関数とする．微分方程式

d2x

dt2
+ γ(t)x = 0

の解 x = x(t)について以下の問いに答えよ．

(1) γ(t)が非正値の定数関数のとき，条件 x(0) = x(1) = 0を満たす解
x(t)は恒等的に 0であることを示せ．

(2) γ(t)が正値の定数関数のとき，条件 x(0) = x(1) = 0を満たす恒等
的に 0でない解 x(t)を求めよ．

(3) γ(t)が正値関数のとき，条件 x(t + 1) = 4x(t)を満たす解 x(t)は
[0, 1]において少なくとも 1点で 0になることを示せ．

8 複素平面上の有理型関数

f(z) =
z

(z2 + 4)(z2 − 2z + 10)

について以下の問いに答えよ．

(1) f(z)のすべての極とその点における留数を求めよ．

(2) 正数Rに対し，CRを半円周 z = Reiθ，0 ≤ θ ≤ πとする．複素積分

IR =

∫
CR

f(z) dz

は，R → +∞のとき，0に収束することを示せ．

(3) 定積分 ∫ ∞

−∞

x

(x2 + 4)(x2 − 2x + 10)
dx

の値を求めよ．

9 a, b, c, dを実数とし，a < b, c < dとする．

(1) 開区間 (a, b)とRは同相であることを示せ．
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(2) 閉区間 [a, b]とRは同相でないことを示せ．

(3) 開区間 (a, b)と区間 [c, d) = {x ∈ R | c ≤ x < d}は同相でないことを
示せ．

10 Gを有限群，AをGの正規部分群，zをGの位数 2の元とし，次
を満たすとする.

CG(z) ∩ A = {e}.

ただし，eはGの単位元であり，CG(z) = {g ∈ G | gz = zg}である.

(1) Aの位数 |A|が奇数であることを証明せよ.

(2) {xzx−1 | x ∈ A} = Aを証明せよ. ただし，xz = z−1xzとする.

(3) Aがアーベル群であることを証明せよ.
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