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1 n = 1, 2, . . . に対して R 上の関数 fn(x) を

fn(x) =
n

π(4 + n2x2)

で定義する．

(1) 関数 y = arctan x の導関数を求めよ．

(2) 定積分
∫ 2

n

0

fn(x) dx の値を求めよ．

(3) 広義積分
∫ ∞

−∞
fn(x) dx の値を求めよ．

(4) δを正の実数とする．次の極限を求めよ．

lim
n→∞

∫ δ

−δ

fn(x) dx

2 D = {(x, y) | x+ y ≤ π, 0 ≤ x, 0 ≤ y}とし，

f(s, t) =

∫∫
D

[
t sin(x− y + s) + (x+ y + t)2

]
dxdy

と定める．

(1) 重積分を計算し f(s, t)を求めよ．

(2) 領域E = {(s, t) | 0 < s < 2π, t ∈ R}における関数 f(s, t)の極大値，
極小値をすべて求めよ．

3 aを実数とし，A =

 1 1 1

−1 1 a

1 1 1

 とおく．
(1) A の固有値を求めよ．
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(2) A がC上で対角化できるための a に関する条件を求めよ．

4 時刻 t = 0で生存していた n0個体の成員から成るある生物集団
が成員の死亡（消失）によって徐々に小さくなっていく過程（死亡過程）
について考える．ここでは，生物集団の各成員の死亡は独立な事象とし，
時刻 tにおいて生存している各成員が微小時間 [t, t+∆t]において死亡す
る確率が µ∆t （µは正定数）で与えられるとする．

(1) 時刻 tにおいて成員数がnである確率をP (n, t)と表す．P (n0, t+∆t)

とP (n0, t)の関係式により, P (n0, t)が満たすべき常微分方程式を導
き, P (n0, t)を求めよ．

(2) 時刻 tまで死亡が起こらず, 最初の成員死亡が時間 [t, t+∆t]で起こ
る確率を n0, µ, t, ∆tを用いて表せ．

(3) 成員数が n0 − 1になるまでの時間 T1の期待値 ⟨T1⟩n0を求めよ．

(4) 成員数 n0の生物集団が絶滅するまでの時間 Teの期待値 ⟨Te⟩n0と成
員数n0− 1の生物集団が絶滅するまでの時間の期待値 ⟨Te⟩n0−1の間
に次の関係式 (R)が成り立つことを説明し，⟨Te⟩n0を求めよ．

(R) ⟨Te⟩n0 = ⟨T1⟩n0 + ⟨Te⟩n0−1

5 nを正の整数とし，2以上の整数 kに対し

Pn,k =

{
(X1, X2, . . . , Xk)

∣∣∣∣∣ X1, X2, . . . , Xk ⊆ {1, 2, . . . , n},
X1 ∩X2 ∩ · · · ∩Xk = ∅

}

とする．なお，有限集合 Sの要素の個数を |S|で表す．

(1) ℓを 0 ≤ ℓ ≤ nを満たす整数とするとき，∣∣∣{(X1, X2)
∣∣ (X1, X2) ∈ Pn,2, |X1| = ℓ

}∣∣∣
を求めよ．

(2) |Pn,2|を求めよ．
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(3) 成分が {0, 1}からなる n行 3列の行列で，どの行にも 0が少なくと
も 1つは含まれるもの全体のなす集合をQn,3とする．すなわち，

Qn,3 =



a11 a12 a13
a21 a22 a23
...

...
...

an1 an2 an3


∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ai1, ai2, ai3 ∈ {0, 1} (1 ≤ i ≤ n),

(ai1, ai2, ai3) ̸= (1, 1, 1) (1 ≤ i ≤ n)


とする．Pn,3からQn,3への全単射を 1つ与えよ．

(4) |Pn,3|を求めよ．

6 2つの確率変数X,Y は独立であり，ともに [0, 1]上の一様分布に
従うものとする．

(1) X の平均値 E[X] と分散 V[X] を求めよ．

(2) |X − Y | の平均値 E[ |X − Y | ] を求めよ．

(3) a を実定数として, Z = X + aY とおく．X と Z の相関係数 r を
求めよ．ただし，r は次のように定義される．

r =
Cov(X,Z)√
V[X]V[Z]

, Cov(X,Z) = E[(X − E[X])(Z − E[Z])]

7 複素平面上の有理型関数 f(z)を

f(z) =
1

1 + z5

によって定義する．

(1) 領域 D = {z ∈ C | Im z > 0, 0 < arg z < 2π
5
} 内にある f(z)の極と

その点における留数をすべて求めよ．

(2) R > 0に対して, CRを z = Reiθ (0 ≤ θ ≤ 2π
5
)で定義される曲線と

する．このとき，

lim
R→+∞

∫
CR

f(z)dz = 0

であることを示せ．
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(3) 次の積分の値を求めよ． ∫ +∞

0

dx

1 + x5

　

8 関数 q(t)をR上で定義された連続な負値関数とし，関数 y = y(t)

を次の微分方程式 (L)のR上の実数値解とする．

(L) y′′ + q(t)y = 0

(1) z = y2とおくとき，R上で z′′ ≥ 0であることを示せ．

(2) yがR上有界ならば，yは自明解であることを示せ．

(3) yが２つの零点をもつならば，yは自明解であることを示せ．

9 Rを実数全体の集合に通常の位相を入れたものとする．x, y ∈ R
に対して，x− yが整数のとき x ∼ yと定める．

(1) ∼ は同値関係になることを示せ．

(2) 商空間 R/∼ は円周 S1 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1} と同相になる
ことを示せ．ただし S1には，R2の相対位相を入れるものとする．

10 S3を 3次対称群とし, S3の位数 3の元全体の集合で生成される部
分群をHとする．

(1) H の元をすべて書け．

(2) H が S3 の正規部分群であることを証明せよ．

(3) S3 が巡回群でないことを証明せよ．

(4) S3 の部分群をすべて求めよ．
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