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1 f を開区間 I上の 2回微分可能な関数とする．

(1) 任意の x ∈ I に対して

f
′′
(x) = lim

h→0

f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)

h2

を示せ．

(2) 任意の x ∈ I に対して f
′′
(x) ≥ 0 であることと，任意の a, b ∈ I に対して

f

(
a+ b

2

)
≤ f(a) + f(b)

2

が成立することが同値であることを示せ．

(3) 任意の a, b ∈ (0, π) に対して (
sin c

c

)2

≥ sin a

a
· sin b

b

を示せ．ただし，c =
a+ b

2
とする．

2 実数 αに対して次の広義積分を考える：

F (α) =

∫∫
D

sinα(x2 + y2) dxdy

ただし，D = {(x, y) ∈ R2 | 0 < x2 + y2 < π} とする．

(1) 広義積分 F (α)が収束するための αに関する必要十分条件を求めよ．

(2) 次の式が成り立つことを示せ．∫ 1

0

xa−1(1− x)b−1 dx =
Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)
(a, b > 0)

ただし，Γ(s) =

∫ ∞

0

e−t ts−1 dt．

(3) (1)の条件の下で，積分値 F (α)を関数 Γ(s)の値を用いて表せ．

3 kを定数とし，A =

2 1 0

1 k 3

0 3 2

 とおく．tX X = A を満たす 2× 3 行列Xが存在

すると仮定する．ただし，tXはXの転置行列を表す．



(1) kの値とAの階数を求めよ．

(2) すべての要素が整数であるXを一つ求めよ．

(3) 自然数 nに対してAnを求めよ．

4 定常的に消費されているある生物資源量の時間変動の数理モデルとして次の微分
方程式を考える：

dN(t)

dt
= {1−N(t)}N(t)− hN(t)

ここで，N(t)は時刻 tにおける生物資源量を表し，消費率 hは正定数である．N(0) =

N0 > 0とする．

(1) N(t)を求めよ．

(2) 生物資源が枯渇しないための消費率 hに関する条件を求めよ．

(3) 定常状態における単位時間あたりの消費資源量を最大にする hの値を求めよ．

5 v, k, tは v ≥ k ≥ tを満たす正の整数とし，Ωを v点集合とする．BをΩの k点部
分集合の族とし，Ωの任意の t点部分集合 T に対して，T ⊂ B を満たす B ∈ B がただ一
つ存在すると仮定する．有限集合Xの要素の個数を |X|で表す．

(1) |B|を v, k, tを用いて表せ．

(2) iを t以下の正の整数とする．Ωの i点部分集合 Sに対して，|{B ∈ B | S ⊂ B}|を
v, k, t, iを用いて表せ．

(3) v = 7, k = 3, t = 2 の場合に，Ωと Bの組の例を一つ与えよ．

6 コイン投げをする．表が出たら 1，裏が出たら 0を対応づける．n回目の結果をXn

として，P(Xn = 1) = pと仮定する．pは nによらない定数であり，0 < p < 1を満たす．
さらに，確率変数 T を

T = inf{n | Xn−1 ̸= Xn, n ≥ 2 }

と定義する．ただし，{n | Xn−1 ̸= Xn, n ≥ 2 } = ∅ のときは T = ∞とする．

(1) n ≥ 2に対してAn = {Xn−1 ̸= Xn}とするとき，P(An ∩ An+1)を求めよ．

(2) P(T = n)を計算して，P(T < ∞) = 1を示せ．

(3) P(XT = 1, XT+1 = 0)を求めよ．



7 複素平面Cから負の虚軸 {iy | y ≤ 0}を除いたスリット領域をΩとする．log zを，
zの自然対数のΩ上一価正則な分枝のうち，log 1 = 0 を満たすものとする．−1 < a < 1

を満たす定数 aに対してΩ上の有理型関数 f(z)を

f(z) =
ea log z

1 + z2

により定義する．

(1) 上半平面H = {z ∈ C | Im z > 0}の log zによる像領域を求めよ．

(2) 上半平面Hにおける f(z)の留数をすべて求めよ．

(3) 正数Rに対して曲線 γR(t) = Reit (0 ≤ t ≤ π)上の複素積分

IR =

∫
γR

f(z)dz

を考える．
lim

R→0+
IR = lim

R→+∞
IR = 0

であることを示せ．

(4) 次の定積分の値を求めよ． ∫ +∞

0

xa

1 + x2
dx

8 区間 I = [0, 1]上の実数値C2級関数 u = u(x)が

u′′(x)− (4x2 + 2)u(x) = e−x2

, u(0) = u(1) = 0

を満たすとする．I上の実数値関数の空間 V を

V = {v | vは I上C1級で，v(0) = v(1) = 0 を満たす}

で定める．さらに，V 上の汎関数 J : V → Rを

J(v) =
1

2

∫ 1

0

(v′(x))2 dx+

∫ 1

0

(2x2 + 1)v(x)2 dx+

∫ 1

0

e−x2

v(x) dx

で定める．

(1) w(x) = u(x)e−x2

とおいて，w = w(x)の満たす微分方程式を求めよ．

(2) u(x)を求めよ．

(3) 不等式 J(u) ≤ J(v) (v ∈ V ) を示せ．さらに，この不等式で等号が成立するための
必要十分条件を求めよ．



9 R2を 2次元ユークリッド空間とする．X ⊂ R2に対し，集合 X̂をX ∪ {∞}とす
る．ただし，∞はR2に含まれない点である．また，X̂の集合系Oを次のように定める．

• Xの開集合 U はOに含まれる．ただし，XにはR2から定まる相対位相を入れる．

• Xのコンパクト集合Kに対し (X \K) ∪ {∞}はOに含まれる．ただし，空集合は
コンパクト集合とみなす．

(1) (X̂,O)はOを開集合系とする位相空間となることを示せ．

(2) (X̂,O)はコンパクトであることを示せ．

(3) X = R2のとき (X̂,O)はどのような空間になるか述べよ．

(4) X = {(x, y) ∈ R2 | x ≥ 0} のとき (X̂,O)はどのような空間になるか述べよ．

10 F を体とし，F 上の多項式環F [x]を考える．θ1, θ2をF の相異なる元とする．F [x]

の元 f(x)の生成する F [x]の単項イデアルを (f(x))で表す．

(1) 剰余環 F [x]/(x− θ1), F [x]/(x− θ2) が F と環同型であることを示せ．

(2) 剰余環 F [x]/((x− θ1)(x− θ2)) が直和 F [x]/(x− θ1)⊕ F [x]/(x− θ2) と環同型であ
ることを示せ．

(3) F [x]/((x− θ1)(x− θ2))の極大イデアルをすべて求めよ．

(4) F [x]/((x− θ1)(x− θ2))から F への 0でない環準同型をすべて求めよ．


