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1 R2上の関数 f を

f(x, y) =

{
(x2 + y2)−y/x x ̸= 0,

1 その他

で定める．

(1) f(x, y)は (0, 0)で連続であるかどうか調べよ．

(2) f(x, y)は (0, 1)で連続であるかどうか調べよ．

(3) 広義積分
∫∫

D

f(x, y) dx dyを求めよ．ただし，

D = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≥ 1, y ≥
√
3x, x ≥ 0}

である．

2 E = {(s, t) ∈ R2 | s > 0, t > 0}とする．また，f(x, y) = sin(sinx sin y)とし，E

上の実数値関数 φを

φ(s, t) =

∫ s

0

dx

∫ t

0

f(x, y) dy ((s, t) ∈ E)

と定める．

(1) φs(s, t) = 0となる点 (s, t) ∈ Eをすべて求めよ．さらに，φ(s, t)が sに関して一定に
なるような正の実数 tをすべて求めよ．ここで，φsはφの sに関する偏微分を表す．

(2) 重積分 ∫ s

0

dx

∫ t

0

fx(x, y) dy

の積分順序を変更することにより，次を示せ．

φss(s, t) =

∫ t

0

fx(s, y) dy ((s, t) ∈ E)

(3) φが極大となる点および極小となる点をすべて求めよ．ただし，φの値は求めなく
て良い．

3 aを正の実数とし，

A =

a+ 2 0 0

0 1− a 1 + a

0 1 + a 1− a


とおく．ベクトル空間R3のベクトル x, yに対して，標準的な内積を (x, y)で表す．



(1) 行列Aの固有値と固有ベクトルを求めよ．

(2) (x,Ax) = 0となる，零ベクトルではないR3のベクトル xが存在することを示せ．

(3) R3の任意の 2次元部分空間W に対して，(x,Ax) ≥ 2となる長さ 1のベクトル xが
W の中に存在することを示せ．

4 ある人口集団における噂（情報）の伝播についての次の数理モデルを考える：

xk+1 = e−γykxk

yk+1 =
(
1− e−γyk

)
xk + (1− q)yk

xkは噂が発生後の k日目において噂を知らない者の数，ykは噂を知っていてそれを伝え
る気のある者（伝達者）の数を表し，上の数理モデルは，それぞれの数の日変動を与えて
いる．x0 > 0，y0 > 0とおく．γおよび qは定数であり，γ > 0，0 ≤ q ≤ 1とする．また，
考えている集団の人口は定数であるとする．

(1) 1− e−γyk は，k日目において，噂を知らない者が噂の伝達者から噂を伝達され，噂
の伝達者へ変わる確率を意味し，正定数 γは，噂の伝達者の生まれやすさを表す係
数である．定数 qの考えうる意味について述べよ．

(2) 上の数理モデルに対して，関数

V (x, y) = x+ y − q

γ
log x

を考える．V (xk, yk)が kに依らない定数であることを示せ．

(3) x0 ≤ q/γならば，噂の流行，すなわち，噂の伝達者の数が増加する現象が起こらな
いことを示せ．

(4) q ̸= 0のとき，噂の流行が起こるための条件を求めよ．

5 nを自然数とし，集合N = {1, 2, . . . , n}のべき集合を 2N で表す．

(1) 全単射 f : 2N → 2N は，包含関係を保つ，すなわち，任意のA,B ∈ 2N に対して，
A ⊆ Bならばf(A) ⊆ f(B)をみたすとする．このとき，Nの置換σが存在して，任意
のA ∈ 2Nに対して f(A) = σ(A)となることを示せ．ここで，σ(A) = {σ(a) | a ∈ A}
である．

(2) 全単射 g : 2N → 2N は，包含関係を逆転する，すなわち，任意のA,B ∈ 2N に対し
て，A ⊆ Bならば g(A) ⊇ g(B)をみたすとする．このとき，任意のA,B ∈ 2N に対
して，g(A ∩B) = g(A) ∪ g(B)がなりたつことを示せ．

(3) 包含関係を逆転する全単射 2N → 2N の総数を nで表せ．



6 関数 gを 0 ≤ g ≤ 1を満たす，R上の単調な連続関数とし，

m =

∫ 1

0

g(x) dx

とおく．今，Xを [0, 1]上の一様分布に従う確率変数とし，

Y = g(X), Z =
g(X) + g(1−X)

2

を考える．

(1) 期待値E(Y ), E(Z)と分散V(Y ), V(Z)をm, gを用いて表せ．

(2) 任意の x, y ∈ Rについて，

(g(x)− g(y))(g(1− x)− g(1− y)) ≤ 0

が成立することを示せ．

(3) 次の不等式を示せ． ∫ 1

0

g(x)g(1− x) dx ≤ m2

(4) {X1, X2, . . . }を [0, 1]上の一様分布に従う独立同分布確率変数列とする．次の二つ
の統計量

An =
1

2n

2n∑
i=1

g(Xi), Bn =
1

2n

n∑
i=1

(g(Xi) + g(1−Xi))

のうち，mを計算するために，より有効な推定量はどちらか．

7 a > 1を定数とし，複素平面上の有理型関数 f(z)を

f(z) =
z

a− e−iz

により定義する．ただし，iは虚数単位，eは自然対数の底とする．

(1) f(z)のすべての極とその点における留数を求めよ．

(2) 次の広義積分の値を求めよ． ∫ +∞

0

dy

a+ ey

(3) ±π,±π + it を 4頂点とする長方形の周に沿う f(z)の積分を考えることにより，次
の式を示せ． ∫ π

0

x sinx

1− 2a cosx+ a2
dx =

π

a
log

a+ 1

a



8 2つの実数値関数 x = x(t), y = y(t) (t ∈ R) が次を満たすとする．{
x′ = (cos t)x− (sin t)y

y′ = (sin t)x+ (cos t)y

{
x(0) = 1

y(0) = 0

関数 f = f(t) (t ∈ R)を次で定める．

f(t) = {x(t)}2 + {y(t)}2

(1) f(t)を求めよ．

(2) x =
√
f(t) cos θ, y =

√
f(t) sin θおよび θ(0) = 0を満たす実数値関数 θ = θ(t) を導

入して，x(t), y(t)を求めよ．

(3) 曲線：x = x(t), y = y(t) (0 ≤ t ≤ 2π)を xy平面上に図示せよ．

9 実 3次正方行列の集合M(3;R) = {X = (xij) | xij ∈ R (i, j = 1, 2, 3)}を自然に実 9

次元ユークリッド空間R9と同一視して，位相空間とみなす．また，M(3;R)の部分集合

GL+(3;R) = {X ∈ M(3;R) | detX > 0},
SL(3;R) = {X ∈ M(3;R) | detX = 1},

O(3) = {X ∈ M(3;R) | tXX = E3}

を相対位相で位相空間とみなす．ただし，detXはXの行列式，tXはXの転置行列，E3

は単位行列とする．

(1) GL+(3;R), SL(3;R)はM(3;R)の開集合か閉集合かを，理由を述べて答えよ．

(2) O(3)はコンパクトであることを示せ．

(3) O(3)は連結でないことを示せ．

(4) SO(3) = O(3) ∩ SL(3;R)は弧状連結であることを示せ．

10 Gを有限群とし，pをGの位数を割り切る素数とする．kをGの中心の元とする．
Gp = {(x1, x2, . . . , xp) | xi ∈ G}とし，

S = {(x1, x2, . . . , xp) ∈ Gp | x1x2 · · ·xp = k}

とする．τ を次で定義されるGpからGpへの写像とする．

τ(x1, x2, . . . , xp) = (x2, . . . , xp, x1)

有限集合Xの要素の個数を |X|で表す．



(1) |S|を求めよ．

(2) τ(S) = Sを示せ．

(3)
∣∣{a ∈ S | τ(a) = a}

∣∣ ≡ 0 (mod p)を示せ．

(4) Gが位数 pの元を持つことを示せ．


