


専門分野の紹介

• アルゴリズム：
 

明示的な作業手順
– 仕様書やレシピ

– マニュアル

– 数学
 

（方程式の解法など）

– コンピュータアルゴリズム

• 現代社会はアルゴリズムで動いている

• コンピュータアルゴリズムの設計と解析
– 数学が必須の手段

– ソフトウエアの性能と安全性を保証する



アルゴリズムの設計と解析とは？
• 1から100までの数を足しなさい

– 平凡なアルゴリズム：99回の足し算

• 良いアルゴリズムの設計：
 

１００（１００＋１）/２
• アルゴリズムの解析（正当性の証明）

ガウス（最強のアルゴリストの一人）

もちろん帰納法でもよいが、

 エレガンスは大切



ディジタル星型領域とディスクレパンシー：
 富士山を認識するための数学

Takeshi Tokuyama
Joint work with Jinhee Chun, Matias Korman, Martin Noellenberg

Picture of a pyramid 
from web page of  Institute of Egyptology, 

Waseda University,   Japan



物体の認識

データ(点集合,関数）を幾何学物体として認識する。
 P = {p1 , p2 ,..,pn }    pi = (xi , yi )  

直線認識：
 

ガウスの最小二乗法
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(a,b) についての最適化

注意：
 

水平線(a=0)に限定すると、bはy値の平均値になり、
 最小誤差は分散になる



物体の認識：テンプレート認識

最小二乗法なら：
 

持っているテンプレートと(回転、
 変形して）比較

 
(定数個のパラメタ）

「星の王子様」サンデク

 チュベリ

 
より

テンプレートとのパターンマッチング

（いろいろな方法がある）



物体の認識：概念認識

概念による認識：
 

昔の人口知能の理想

一般的な「山になる」という概念の数学的性質

• 頂上がある(単峰2変数関数）

• 「等高線」
 

が良い形をしている

概念とのパターンマッチ: 
漠然とていてかえって難解

顔の真ん中にあるフルヘッヘンド
 しているもの？

 
(解体新書）



入力:   区間[0,1] 上で定義された関数 f

出力: 単峰関数

目的:  Minimize the L2 distance 

D( f, ) between f and 

単峰関数への最小二乗誤差近似(1変数）
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定数個パラメタの最小二乗近似より難問



y= f(x)

最小二乗誤差
 

近似



単峰近似を計算するアイデア

• 頂点の位置が判ったとする

• 頂点までは単調増加、そのあとは単調減少

• 単調増加関数での最小二乗誤差近似を計算
 すれば良い

• 単調増加関数の積分関数は凸関数

• 凸包アルゴリズムを使おう



１．入力関数の積分曲線
 を計算

２．積分曲線Fの凸包を
 計算する

３．凸包関数の微分曲線
 を出力
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Input curve y= f (x)

アルゴリズム

(入力がヒストグラ
 ム、出力が単調増
 加関数の場合）



y=F(x)=
Lower 
convex hull of 
y =F(x)
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入力がｎ個の線分からなる
 区分線形関数なら

頂点の発見も含め、 O(n)時間で計算
 (Chun, Sadakane, Tokuyama 2003)



なぜアルゴリズムが正しいか？

• 正当性の証明

• 計算時間の解析

• （理論分野の評価で）面白いアルゴリズムとは

– アルゴリズム自体は素朴で簡単

– 正当性の証明と計算時間の解析が完備

• エレガンスあるいは数学的な深さがある



Riemann vs Lebesgue

Lemma.  下記の関数の最大化と同値である
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上記積分値を最大化する I( t )を計算すればよい

y= t
σ(I(t))
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各々のtで独立に考えよう：
 

I( t )= [a, b]ならば

これが最大になるa, bを探す

もし出力が単調増加ならb=1．
 すると凸包条件が出てくる



不安な点(多変数の場合は深刻）

• 各々でI(t)を求めて、積み重ねると、きちん
 と単峰関数になるか？

2区間の共通部分
 は区間、

一点を共有する2区
 間の和集合も区間



多峰関数近似

入力:   [0,1] 区間上の関数 f , 許容誤差 ε.

出力：
 

f を近似する
 

k 峰関数 ψ で、各単峰部
 分での二乗誤差が許容誤差以下

目的:  Minimize k



二変数関数だと、どうなるか？
• 入力：

 
二変数関数（地形図のようなもの）

• 出力：
 

単峰関数(山）

入力関数(高さを濃度で表示） 出力関数

一般の入力関数では困難：
 

ピクセルグリッド上の関数
 (区分定数関数）に限定する



出力（山である）条件

• 山の条件

– 単峰関数である

– 水平断面が良い形である

• 良い形とは？

• 『山頂』を中心に持つ星型領域が一番
 の候補

– 川が削った谷の部分がくぼんで、
 星型になる



離散ピクセル平面での星型集合

• 「（ディジタル）星型集合」とは何か？

• 星型集合Rの性質
– 中心点 O から, Rの各点Pに引いた「ディジタ

 ル線分」OP がRに含まれる

– ユークリッド平面の星型集合の近似になる

• ディジタル星型領域を用いると、入力地
 形に対して、最小二乗誤差を持つ『山』が

 計算できる



ピクセル(グリッド）平面での線分

• よくある定義：線分OPと左辺が交わるピクセル
 の集合

• グリッド点での表示だと、y = [ax + b] x=1,2,..,n 
– n は列の数

o

p

. .
.

右図のように、
 線分OPに対応
 する星型領域は

 「太って」しまう



代わりのアイデア

• 中心点を根に持つ木Tをグリッド上に作る
– 山頂からの「水の流れ」のようなもの

• Tの根付き部分木(枝をいくつか切り払ったもの）に
 対応する領域を星型領域と呼ぼう

• グリッド線分OP: Pに対応するグリッド点から中心
 点Oまでの木のパス

• 要求：
 

本当の線分OPと木のパスOPが非常に近
 い必要がある。

– どこまで近くで来るだろうか?



構成する木(第一象限部分）



星型領域（第一象限部分）

定理：任意の直線
 分OPと木TのOP 

間パスの距離は

(log n )/2 以下

高等な数学の出番：

もっと良い木ができ
 るか？



デイスクレパンシーの理論

• [0,1] 区間に数 a1 , a2 , a3 ,……an …..を発生

• 常に一様分布に近くなるように、一つづつ数を追
 加する

• 一様性の偏り（Discrepancy)
– [0,b] に入る点の数がbn とどのくらい違うか？

• ランダムな発生だと、Discrepancyはn1/2

||}|{||max 10 bnbani ib −<≤<<



Low discrepancy sequence

• Van der Corput 数列 : Discrepancy がO(log n)
• インデックスを二進展開し、小数点で反転

– 1, 10,11,100,101,110,111
– 0.1, 0.01, 0.11, 0.001, 0.101, 0.011,0.111

• Van der Corput の予想(1935)：Discrepancyが１
 になる数列は存在しない

12 34 56 7



Van der Corput 予想の解決

• Van Aardenne-Ehrenfest (1945)
– Discrepancy を定数にすることの不可能性

– かなり有名な女性数学者

• K. F. Roth (1954）：
 

Ω( ( log n)1/2)
– フィールズ賞（1958）

• P. Erdos (1964) : すこし強い形の予想

• W. M. Schmidt (1972): Ω(log n) 



星型領域を作る木との対応

定理: グリッドの全域部分木（葉が内部にないもの）
 に対し、数列が対応し、木における線分とパスの距
 離が数列のDiscerpancyに定数比で対応する。

•距離の差がo(log n) になると、Schmidt の結
 果と矛盾する

•数学の40年間の研究を無償で使える
•我々の木：

 
Van der Corput 列に対応



二変数の最適単峰近似

• 入力関数：
 

f(x,y):  N ×N ピクセルグリッ
 ド上の関数

• 出力関数: fとの二乗積分誤差を最小にす
 る単峰関数

– 山の中心＝p
– 出力関数の高さtでの切断面 = R(t)

• pを中心に持つ星型領域

R(t)は、
 

f(x,y) – t の(領域内での）和を
 最大にする星型領域になる



８ ８ ５７ ３

８ ５ ４５ ３

７ ５ ５６ １

５ ５ ２４ ０

５ ３ １１ ０

入力関数
 

ｆ

高さｔ＝4を引いたものと、
 木構造

４ ４ １３ -1

４ 1 ０1 -1

３ １ -1２ -3
1 1 -20 -4
1 -1 -2-2 -4



４ ４ １３ -1

４ 1 ０1 -1

３ １ -1２ -3

１ １ -20 -4
1 -1 -2-2 -4

木構造

４ ４ １３ -1

４ 1 ０1 -1

３ １ -1２ -3

１ 1 -20 -4
1 -1 -2-2 -4

最大重み部分木
 と星型領域



2 2 -11 -3
2 -1 -2-1 -3

３ -1 -10 -3
-1 -1 -20 -4
-1 -1 -2-2 -4

最大重み部分木
 と星型領域高さが２増えると

2 2 -11 -3
2 -1 -2-1 -3

３ -1 -10 -3
-1 -1 -20 -4
-1 -1 -2-2 -4



重ねていくと、きちんと最小二乗近似を達
 成する山になる

 
（とても不思議だが、数学

 的にきちんと証明されているので、安心）



まとめ
• 世の中はアルゴリズムで動いている
• アルゴリズム設計の問題（例：山の概念の認識）

– 数学が使えないと計算する定式化ができない
– 数学の知識がないと、解法のイメージすらわかない
– 数学的な道具の開発がアルゴリズム設計の鍵
– 数学で何十年もかけた問題解決が品質保証に役に立つ

• 『美しい数学』ほど役に立つように思える
• 現代、未来の数学も『美しい数学』であってほしい

– モーツアルトやベートーベンは美しい

• 「映画音楽を造る」ような数学をやりたい
– 美しい数学を使い、必要な数学は作る
– バッハもシェーンベルクも武満徹も、場面によって使い分ける
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