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準備と記法
本講演は，Colette Anné 氏 (フランス Nantes 大学) との共同研究 [AT22]

に基づく．

準備
(Mm, g) : m 次元，連結向きづけられた閉 Riemann 多様体
∆ = dδ+ δd : p-形式に作用する Hodge-Laplacian（δ は d の L2-adjoint）
λ
(p)
k (M, g) : ∆ の（重複度込みの）正の第 k 固有値

このとき，∆ のスペクトルは，非負の重複度有限の固有値からなる：
0 = · · · = 0︸ ︷︷ ︸

bp(M)

< λ
(p)
1 (M, g) ≤ λ

(p)
2 (M, g) ≤ · · · ≤ λ

(p)
k (M, g) ≤ · · · −→ ∞.

ここで，bp(M) = dimKer(∆) : p 次 Betti 数
• 固有値 0 の重複度は，計量 g によらない位相不変量
(Hodge-Kodaira-de Rham).
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∆ = ∇∗∇ : p-形式に作用する rough Laplacian（粗 Laplacian）
（∇∗ は ∇ の L2-adjoint）

λ
(p)
k (M, g) : ∆ の（重複度込みの）正の第 k 固有値

∆ のスペクトルも，非負の重複度有限の固有値からなる：
0 = · · · = 0 < λ

(p)
1 (M, g) ≤ λ

(p)
2 (M, g) ≤ · · · ≤ λ

(p)
k (M, g) ≤ · · · −→ ∞.

• 固有値 0 の重複度は dimKer(∇)，平行 p-形式の空間の次元．
これは，計量 g に依存する（計量を動かせば，平行形式の存在も変わる）．

[注意]

• Weitzenböck の公式∆ = ∆+ Fp により，Hodge-Laplacian ∆ と rough

Laplacian ∆ の差はWeitzenböck 曲率テンソル Fp であるが，この曲率の制御に
は強い条件が必要．（従って，特別な状況以外，一方から他方の固有値の性質が
直ぐに分かるということは無い）．
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考える問題
素朴な問題
閉多様体 M を固定し，その上の Riemann 計量 g を動かしたとき，第 k

固有値 λ
(p)
k (M, g) の振る舞いはどうなるか？

ただし，Riemann 計量 g のスカラー a > 0 倍に対して固有値は
λ
(p)
k (M,ag) = a−1λ

(p)
k (M, g), λ

(p)
k (M,ag) = a−1λ

(p)
k (M, g)

となるので，動かす Riemann 計量は体積が 1と正規化しておく．

体積を正規化した問題
閉多様体 M 上の体積 1の Riemann 計量を動かしたとき，正の第 k 固有
値 λ

(p)
k (M, g), λ

(p)
k (M, g) の上限，下限はどうなるか？
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既知の結果
• 上限について

1 rough Laplacian の場合は，すべての 0 ≤ p ≤ m に対して第 k 固有
値 λ

(p)
k (M, g) の上限は ∞ である (Colbois-Dodziuk [CD94],

Colbois-Maerten [CM10])．
2 Hodge-Laplacian の場合は，2 ≤ p ≤ m− 2 のときも第 k 固有値

λ
(p)
k (M, g) の上限は ∞ である（Gentile-Pagliara [GP95]）．

3 しかし，残る p = 1,m− 1（Hodge dual なので p = 1 が本質的）の
ときは未解決である（Berger problem for 1-forms）．

• 下限について
1 p = 0, 1,m− 1,m に対する rough Laplacian の第 k 固有値の下限は

0 である（Colbois-Maerten [CM10]）．
2 一部の次元 m と次数 p を除いた Hodge-Laplacian の第 k 固有値の
下限は 0 である（Guerini [Gu04], Jammes [Ja11]）．

今回，我々は残る次数 2 ≤ p ≤ m− 2 の場合に対しても rough Laplacian

の第 k 固有値の下限は 0 であることを示した．
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主結果 … 球面の場合
まず，m 次元球面 Sm の場合に目標の Riemann 計量の族を構成する．
定理 1 (Anné and T. [AT22])

次元 m ≥ 2 と次数 p (1 ≤ p ≤ m− 1) を与えたとき，m 次元球面 Sm 上
に体積 1 で 非負の断面曲率をもつRiemann 計量の族 {gp,L}L>0 で，任
意の k ≥ 1 に対して

λ
(p)
k (Sm, gp,L) −→ 0, λ

(p)
k (Sm, gp,L) −→ 0 (L −→ ∞)

を満たすものが存在する．

[補足] さらに，Hodge-Laplacain の正の固有値に対しては，パラメー
ター L に関する下からの評価も与えた（詳細な記述は [AT22] を参照）．
とくに， q ̸= 1, p, p+ 1,m− p− 1,m− p,m− 1,m のとき，

λ
(q)
k (Sm, gp,L) ≥ C

(
AL+B

) 2
m −→ ∞ (L −→ ∞).
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定理 1 の計量の構成方法（概略）
与えられた次数 p (1 ≤ p ≤ m− 1) に対して，Sm を p 次元手術を施して
分解する：

Sm =
(
Sp × Dm−p

L

)
∪Sp×Sm−p−1

(
Dp+1 × Sm−p−1

)
.

Dm−p
L

⋃
Sp×Sm−p−1

Dp+1

次に，Sp × Dm−p
L の (m− p) 次元閉ディスク Dm−p

L に，L −→ ∞ のと
き，下図のような細長いシリンダーとなるような計量を入れる．この計
量は 断面曲率が非負である．

Dm−p
L

0 2 L+ 2L

最後に，体積で正規化したものが gp,L である（断面曲率の非負性は保た
れる）． □
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一般の多様体の場合
定理 1 で得られた球面を任意の閉多様体 M に貼り付ける（連結和をと
る）ことで（貼り付け定理 [AT12], [AT22] を用いる），一般の m 次元多
様体 Mm 上にも同様の性質を満たす Riemann 計量の存在が示せる．
ただし，貼り付けにおいて，断面曲率が非負という性質は崩れてしまう．
定理 2 (Anné and T. [AT22])

Mm を任意の m (m ≥ 2) 次元の連結向き付けられた閉多様体とする．
次数 p (1 ≤ p ≤ m− 1) を固定し，任意の ε > 0 と k ≥ 1 に対し，M 上
の体積 1 の Riemann 計量 gp,ε で

λ
(p)
k (M, gp,ε) < ε, λ

(p)
k (M, gp,ε) < ε

を満たすものが存在する．

Sm M
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さらに，p = 1, 2, . . . ,m− 1 に対し，定理 1 で得られたm− 1 個の球面
(Sm, g1,L), (Sm, g2,L), . . . , (Sm, gm−1,L) を，M に貼り付けることによっ
て，次数 p に依らない M 上の計量 gε を得ることが出来る．

定理 3 (Anné and T. [AT22])

Mm を任意の m (m ≥ 2) 次元の連結向き付けられた閉多様体とする．
任意の ε > 0 と k ≥ 1 に対し，M 上の体積 1 の Riemann 計量 gε で，
すべての p = 1, 2, . . . ,m− 1 に対し

λ
(p)
k (M, gε) < ε, λ

(p)
k (M, gε) < ε

を満たすものが存在する．

(M, ε2 g)

(Sm, g1,L)(Sm, g2,L)

(Sm, gp,L)(Sm, gp−1,L)
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ご質問等は，高橋淳也 t-junya@tohoku.ac.jp まで．
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