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1 序
Richard Thompson’s group F を知ったのは、この群を４色定理の別証明に役立て
ようとするBowlin と Brin による preprint [1] からであった。しかし 2015年 6月に、
V.F.R. Jones [3] が高木レクチャーの講師として東北大学に来たとき、この同じ群が
結び目理論に大変役に立つということを示し、大変驚いた。 Braid 群が結び目理論に
使われているのはよく知られているが、この群を結び目理論に使う試みも、この群を
４色定理に結びつける試みも、どちらも新しいアイデアのようである。しかもこれら
２つの論文は他を引用していないことから、おそらく独立にこの群にたどりついたも
のと考えられる。本講演ではこの群の生成元と基本関係による２通りの定義の同値性
を詳細に解説し、PL同相写像のなす群としての定義、同じ葉の数を持つ２つの木の
組の集合による記述を紹介する。群 F そのものの解説は、[2] が詳しい。

2 生成元と基本関係による定義

F1 = ⟨a, b | [ab−1, ba] = [ab−1, ba
2

] = 1⟩,
F2 = ⟨x0, x1, . . . | xxk

n = xn+1 (0 ≤ k < n)⟩.

とおくと、実は F1
∼= F2 で、これが Richard Thompson’s group F である。同型に

ついては [2] に証明が書かれているが、ややわかりにくい所があったので、ポイント
を講演中に問題としたところ、数日後、宮本雅彦氏より簡明な証明が届いた。ここで
はその方法による同型の証明を紹介したい。ポイントは、上記の群 F1 の性質をまず
調べることである。

補題 1 (宮本雅彦氏による). G を群とし、 a, b ∈ G が

ba ∈ CG(ab
−1), (1)

ba
2 ∈ CG(ab

−1). (2)
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をみたすとすると、
ba

n ∈ CG(ab
−1) (n ≥ 1). (3)

Proof. n に関する帰納法で示す。n = 1, 2 のときは仮定より正しい。n ≥ 3 とし、(3)

が n− 2 と n− 1 で成り立つと仮定する。特に

ba
n−1 ∈ CG(ab

−1). (4)

また、(3) が n− 2 について成り立つことは (ba
n−2

)ab
−1

= ba
n−2
を意味するので

ba
n−1

= ba
n−2b. (5)

よって

ba
n

= (ba
n−1

)a

= (ba
n−2b)a ((5) より)

= ba
n−1a−1ba

= (ba
n−1

)b
a

∈ CG(ab
−1) ((1), (4) より).

次に、群 F2 の基本関係を書き直すため、次の補題を用意する。

補題 2. x0, x1, . . . を群 G の元とすると、次は同値。

(i) xxk
n = xn+1 (0 ≤ k < n),

(ii) [x0x
−1
1 , xn] = 1, x

xn−1
0

1 = xn (n ≥ 2).

Proof. (i) =⇒ (ii). k = 0, 1 とおくと、任意の n ≥ 2 に対して xx0
n = xx1

n だから

[x0x
−1
1 , xn] = 1 が成り立つ。次に x

xn−1
0

1 = xn (n ≥ 2) を n に関する帰納法で示
す。n = 2 のときは (i) で (k, n) = (0, 1) とおけばよい。n のとき正しいとすると、

x
xn−1
0

1 = xn より

x
xn
0

1 = x
xn−1
0 x0

1

= xx0
n

= xn+1.

(ii) =⇒ (i). k に関する帰納法で示す。k = 0 のときは

xx0
n = x

xn−1
0 x0

1

= x
xn
0

1
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= xn+1

次に、k = 1 のときは、n ≥ 2 に対して、[x0x
−1
1 , xn] = 1 より

xx1
n = xx0

n

= xn+1.

最後に、k ≥ 2 とし、k − 1 で正しいとすると

xxk
n = xx

xk−1
0

1
n

= xx
−(k−1)
0 x1x

k−1
0

n

= xx
−(k−1)
1 x1x

k−1
0

n ([x0x
−1
1 , xn] = 1 より)

= xx−k+2
1 xk−1

0
n

= xx−k+2
0 xk−1

0
n ([x0x

−1
1 , xn] = 1 より)

= xx0
n

= xn+1.

これらの補題を用いると、２つの群 F1, F2 が同型であることは容易にわかる。実際、

F2
∼= ⟨x0, x1, . . . | [x0x

−1
1 , xn] = 1, x

xn−1
0

1 = xn (n ≥ 2)⟩ (補題 2 より)

∼= ⟨x0, x1 | [x0x
−1
1 , x

xn−1
0

1 ] = 1 (n ≥ 2)⟩
∼= ⟨a, b | [ab−1, ba

n−1

] = 1 (n ≥ 2)⟩
∼= ⟨a, b | [ab−1, ba] = [ab−1, ba

2

] = 1⟩ (補題 1 より)

∼= F1.

3 PL同相群
Richard Thompson’s group F の本来の定義は、次の条件をみたす piecewise linear

同相写像 f : [0, 1] → [0, 1] 全体の、合成に関する群である。

(i) f は有限個の Z[1
2
] に含まれる点を除いて微分可能

(ii) f が微分可能な点においては微分係数は 2n (n ∈ Z) の形

F の元は有限個の微分不可能な点と、その点における値で定まるので、Z[1
2
]∩ [0, 1]

の有限部分集合２つの組と考えても良い。しかしどんな部分集合の組でも良いわけで
はない。なぜなら、1

4
, 5
8
で微分不可能で、これらの点における値が 1

4
, 1
2
であるような

piecewise linear な関数は、(1
4
, 1
2
) における微分係数が 2

3
となるので、これは (ii) を

みたさない。
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4 木

{0, 1}∗ =
∞∪
n=0

{0, 1}n

= {∅, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, . . .}

を 0, 1 を alphabet とする語全体の集合とする。ただし、{0, 1}0 = {∅} と解釈する。
空でない有限部分集合 T ⊂ {0, 1}∗ が木であるとは、

(i) ∅ ∈ T ,

(ii) ∀v ∈ T , {v0, v1} ⊂ T または {v0, v1} ∩ T = ∅

をみたすときをいう。木 T に対して、

L(T ) = {v ∈ T | {v0, v1} ∩ T = ∅}

を T の葉の集合という。

Tn = {T | T は木で |L(T )| = n} (n ≥ 1)

とおく。Tn の元は、２進展開によって Z[1
2
] の元による区間 [0, 1] の分割を自然に生

み出す。これにより、Tn×Tn の元は前節のPL同相写像を定義することがわかる。つ
まり、

∪∞
n=1 Tn ×Tn から F への全射があるのである。Bowlin–Brin [1] には、ここか

ら全単射
∪∞

n=1 Tn × Tn/ ∼→ F を作るための同値関係 ∼ と、Tn × Tn から得られる
球面の三角形分割を通して、４色定理を F の言葉で言い換えることに成功している。
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