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(X,R) を半順序集合とし、(x, y) ∈ R のとき x ≤ y と書くことにする。次を仮定
する。

∀x ∈ X, ∀y ∈ X, (x ≤ y =⇒ {z | z ∈ X, x ≤ z, z ≤ y}) は有限

このような (X,R) に対し、Möbius 関数 µ : X ×X → Z を、次を満たす関数として
定義する。

µ(x, y) =


1 if x = y,

0 if x ̸≤ y,

−
∑

x≤z<y µ(x, z) if x < y

例えばX = 2A を包含関係に関して半順序集合とみたとき、

µ(B,C) =

{
(−1)|C|−|B| if B ⊂ C,

0 otherwise.

定理 1. f, g : X → Z が
∀x ∈ X, g(x) =

∑
y≤x

f(y)

を満たすとすると
∀x ∈ X, f(x) =

∑
y≤x

µ(y, x)g(y)

が成り立つ。

Ai (i ∈ I) を A の部分集合とする。f : 2I → Z を

f(J) = |{a | a ∈ A, J = {j | j ∈ I, a /∈ Aj}}|

により定義し、
g(J) =

∑
K⊂J

f(K)

とおくと

∀J ∈ 2I , g(J) =

∣∣∣∣∣∣
∩
j∈J̄

Aj

∣∣∣∣∣∣
となる。これより ∣∣∣∣∣A −

∪
i∈I

Ai

∣∣∣∣∣ = f(I) =
∑
J⊂I

(−1)|J |

∣∣∣∣∣∩
j∈J

Aj

∣∣∣∣∣ .



|A| = m ≥ |B| = n とし、Fb = {f | f : A → B, b /∈ f(A)} とおく。すると

|{f | f : A → B, f は全射 }|

=

∣∣∣∣∣BA −
∪
b∈B

Fb

∣∣∣∣∣
=

n∑
i=0

∑
C∈(B

i )

(−1)i|{f | f : A → B, C ∩ f(A) = ∅}|

=
n∑

i=0

(
n

i

)
(−1)i(n − i)m.

R ⊂ X × X を同値関係とし、x ∈ X とするとき、

[x] = {y | y ∈ X, (x, y) ∈ R}

を、（関係Rに関する、）xを含む同値類という。同値類全体の集合

{[x] | x ∈ X}

を関係Rによる商集合といい、X/R と書く。π : X → X/R, π(x) = [x] を自然な写
像という。

m を正の整数とし、Z の関係 R を

R = {(a, b) | (a, b) ∈ Z × Z, m|(a − b)}

とおき、(a, b) ∈ R のとき a ≡ b (mod m) と書く。これは同値関係になる。

X = {(a, b) | a ∈ Z, b ∈ Z, b ̸= 0}

とおき、
R = {((a, b), (c, d)) | ((a, b), (c, d)) ∈ X × X, ad = bc}

とおくと、R は X 上の同値関係になる。


