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体の定義
集合 A に２つの演算 +（加法）と ×（乗法）が定義されていて、下記の性質が成り立
つとき、A は環であるという。

(1) ∀a, b, c ∈ A, (a + b) + c = a + (b + c) （結合法則）

(2) ∀a, b ∈ A, a + b = b + a （交換法則）

(3) ∃0 ∈ A, ∀a ∈ A, a + 0 = a （零元の存在）

(4) ∀a ∈ A, ∃b ∈ A, a + b = 0 （加法に関する逆元の存在）

(5) ∀a, b, c ∈ A, (a × b) × c = a × (b × c) （結合法則）

(6) ∃1 ∈ A, ∀a ∈ A, a × 1 = 1 × a = a （単位元の存在）

(7) ∀a, b, c ∈ A, a × (b + c) = (a × b) + (a × c), (b + c) × a = (b × a) + (c × a) （分配
法則）

さらに、環 A が次の条件を満たすとき、体という。

(1) ∀a, b ∈ A, a × b = b × a （乗法に関する交換法則）

(2) ∀a ∈ A − {0}, ∃b ∈ A, a × b = 1 （乗法に関する逆元の存在）

例えば、Q, R, C は体である。Z は体ではない。p を素数とするとき、Z/pZ は体であ
ることがわかる。そのためには次に述べるユークリッドの互除法が必要である。

K を体、K[x] を多項式環という。定数ではない多項式 f(x) ∈ K[x] が既約とは、f(x)

が定数でない多項式２つの積として表せないときをいう。特に、１次式は既約である。

ユークリッドの互除法
以下A = Z または A を多項式環 K[x] (ただし K は体)とする。

• A = Z のとき、a ∈ A, b ∈ A, b > 0 とすると、a を b で割った商と余りを求める
ことができる。すなわち、a = bq + r, 0 ≤ r < b となる q, r ∈ A がただひとつ定
まる。

• A = K[x] のとき、a(x) ∈ A, b(x) ∈ A, b(x) '= 0 とすると、a(x) を b(x) で割った
商と余りを求めることができる。すなわち、a(x) = b(x)q(x)+ r(x), 0 ≤ deg r(x) <

deg b(x) または r(x) = 0 となる q(x), r(x) ∈ A がただひとつ定まる。
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以後、a(x), b(x) の代わりに、a, b と書く。A = Z, A = K[x] いずれの場合にも、r = 0

となるとき、b|a と書き、a は b で割り切れる、という。
a, b ∈ A とし、a と b の少なくとも一方は 0 でないとする。a と b の最大公約数（最
大公約元） d とは、以下の条件を満たすものである。

(1) d > 0 (A = Z の場合), d は最高次の係数が 1 (A = K[x] の場合)

(2) (d|a) ∧ (d|b)

(3) ∀e ∈ A, ((e|a) ∧ (e|b)) =⇒ e|d

a と b の最大公約元を gcd(a, b) と書く。
a, b ∈ A とし、a と b の少なくとも一方は 0 でないとする。今、0 でない方を b として
一般性を失わない。A = Z の場合は b′ = |b|, A = K[x] のときは b′ = b とおく。r0 = a,

r1 = b′ とおき、k = 0, 1, . . . に対して、rk を rk+1 で割った商を qk+2, 余りを rk+2 と
おく。

r0 = r1q2 + r2,

r1 = r2q3 + r3,

...

rn−2 = rn−1qn + rn,

rn−1 = rnqn+1.

このとき
rk > rk+1 (A = Z)

deg rk > deg rk+1 (A = K[x])

なので、∃n, rn '= 0, rn+1 = 0 となる。すると rn+2 以降は定義できない。
rn の作り方から rn+1 = 0 より、rn−1 は rn で割り切れている。rn−2 を rn−1 で割った
余りが rn であるということから rn−2 も rn で割り切れている。同様に rn−3 も rn で割
り切れている。続けていくと r1, r0 も rn で割り切れている。したがって rn は a, b 両方
を割り切っている。

d =

{
rn (A = Z),

rn をその最高次の係数で割ったもの (A = K[x])

とおくと、上で示したように、d は a, b 両方を割り切っている。
また、e|a かつ e|b とすると、e|r0 かつ e|r1 である。r2 は r0 を r1 で割った余りなの
で e|r2 となる。r3 は r1 を r2 で割った余りなので e|r1, e|r2 より e|r3 となる。同様に続
けていくと e|rn がわかる。よって e|d となる。
これより、

gcd(a, b) =

{
rn (A = Z),

rn をその最高次の係数で割ったもの (A = K[x])
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となる。
もう少し詳しく見ると、

rn = rn−2 − rn−1qn

= rn−2 − (rn−3 − rn−2qn−1)qn

= −rn−3qn + rn−2(1 + qn−1qn)

= · · ·
= m0r0 + m1r1

= m0a + m1b
′

= m0a ± m1b.

つまり、∃s, t ∈ A, sa + tb = gcd(a, b) となる。
例として、

a = 2x2 + x + 1, b = x2 + 3 ∈ (Z/5Z)[x]

を考える。

2x2 + x + 1 = (x2 + 3)2 + x,

x2 + 3 = x · x + 3.

1 =
3

3
= 2 · 3
= 2(x2 + 3 − x · x)

= 2(x2 + 3 − (2x2 + x + 1 − 2(x2 + 3)) · x)

= 3x(2x2 + x + 1) + 2(2x + 1)(x2 + 3).

b = p を素数とし、a を p の倍数ではない整数とすると、Z/pZ において [a] '= [0] で
ある。上より sa + tp = 1 となる s, t ∈ Z が存在するが、これは [s][a] = [1] を意味して
いる。よって Z/pZ は体である。
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