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グラフ

関数のグラフ 点と線からできた図形



道路網からグラフを取り出す



道路網からグラフを取り出す

点と点との隣接関係が大事



隣接関係あるところに
グラフあり



隣接関係あるところに
グラフあり



隣接関係あるところに
グラフあり



都道府県の隣接関係のグラフ



都道府県の隣接関係のグラフ



都道府県の隣接関係のグラフ



グラフ理論の始まり

ケーニヒスベルクの橋の問題：

７つの橋を全て渡り、元の場所へ

戻る道順を探せ.  ただし、同じ橋を

２度渡ってはいけない。

一筆書きの問題



オイラーの答え(1735)

１）全ての頂点の次数が偶数なら、どの頂点から
出発しても一筆書きをして元に戻ってこられる。

一筆書きができるかどうかは、頂点の次数を調べればよい。

２）次数が奇数の頂点が2個あり、他の頂点の次数が
すべて偶数なら、次数奇数の頂点から出発して、
一筆書きをして、もう一つの次数奇数の頂点に至
ることができる。

次数 3

次数 4

３）それ以外は不可。



グラフ理論の始まり

問題 抽象化
概念の
導入

普遍的
な成果

数学の力



グラフ理論の広がり

 ある条件を満たす経路の存在・探索

オイラー路、ハミルトン路、最短経路、等

 ある条件を満たすグラフの分類

 彩色問題

地図の四色塗り分け問題もこれ

 グラフ上のダイナミクスやフロー

電気回路、交通流、キャシュフロー、感染症、等

 複雑ネットワーク

たくさんの要素が複雑に絡み合った現象の解明

ローカルなデータ
頂点間の隣接関係

グローバルな性質
グラフ全体に関わる



ラムゼー理論

Frank Ramsey (1903-1930)

特定の構造や秩序が必ず現れる条件を研究する

何人か集まったとき、同性の

2人組が必ずできるためには

何人集まらなければないか？



辺を2色で塗り分ける

完全グラフ 𝐾4



辺を2色で塗り分ける

完全グラフ 𝐾5



辺を2色で塗り分ける

ラムゼーの定理：頂点数 𝑛 の完全グラフの各辺を青色または赤色で
塗り分けるとき、 𝑛 ≥ 6であれば同色の三角形が必ずできる。

同色の三角形が必ずできてしまう。完全グラフ 𝐾6



パーティ問題

6人以上集まれば、互いに知り合い、

または互いに他人であるような3人組

が必ずできる。

互いに知り合い＝青線
互いに他人＝赤線

ラムゼーの定理：
同色の三角形が必ずできる。



立方体のグラフ

3次元立方体



超立方体 - 仕組みを理解して一般化

1次元「立方体」 2次元「立方体」



超立方体 - 仕組みを理解して一般化

2次元「立方体」 3次元「立方体」



4次元立方体

3次元「立方体」 4次元「立方体」



グラハム-ロトシルトの定理（1970）

このとき、次元 n が十分大きければ、どんな

塗り方をしても、同一平面上にある四角形で、

その 4 頂点を結ぶ線分が全て同色であるものが

存在する。

グラハム：グラハム数以上の n について成り立つ

1)  超立方体の頂点をすべて線分で結ぶ。

2) 次に、すべての線分を2色で塗り分ける。

どのくらい大きければよいのか？



グラハム数

R. L. Graham, B. L. Rothschild, 
J. H. Spencer: Ramsey Theory, 
1989.



EEEEENORMOUS NUMBER ???

101 = 10

102 = 10 × 10 = 100

103 = 10 × 10 × 10 = 1000

10𝑏 = 10 × 10 × ⋯× 10 = 100⋯0

𝑏 個

= 1.7 × 1015
1751777600000000



巨大な数

一 十 百 千 万 億 兆 京 …
無量
大数 … 不可説

不可説転

100 101 102 103 104 108 1012 1016 1068

1 キロ メガ ギガ テラ ペタ エクサ ゼタ ヨタ …

100 103 106 109 1012 1015 1018 1021 1024



クヌースのタワー表記

⋮

𝑎 ↑ 𝑏 = 𝑎𝑏

𝑎 ↑ 1 = 𝑎1

𝑎 ↑ 2 = 𝑎2

𝑎 ↑ 3 = 𝑎3

𝑎 ↑↑ 1 = 𝑎

𝑎 ↑↑ 2 = 𝑎 ↑ 𝑎

𝑎 ↑↑ 3 = 𝑎 ↑ 𝑎 ↑ 𝑎 = 𝑎𝑎
𝑎

⋮

𝑎 ↑↑ 𝑏 = 𝑎 ↑ 𝑎 ↑ ⋯ ↑ 𝑎

𝑏 個

= 𝑎𝑎
𝑎⋰

𝑎

𝑏 個

= 𝑎𝑎



クヌースのタワー表記

𝑎 ↑↑ 1 = 𝑎

𝑎 ↑↑ 2 = 𝑎 ↑ 𝑎

𝑎 ↑↑ 3 = 𝑎 ↑ 𝑎 ↑ 𝑎 = 𝑎𝑎
𝑎

⋮

𝑎 ↑↑ 𝑏 = 𝑎 ↑ 𝑎 ↑ ⋯ ↑ 𝑎

𝑏 個

= 𝑎𝑎
𝑎⋰

𝑎

𝑏 個

3 ↑↑ 1 = 3

3 ↑↑ 2 = 3 ↑ 3 = 33 = 27

3 ↑↑ 3 = 3 ↑ 3 ↑ 3 = 33
3
= 327

= 7625597484987

= 7.6 × 1012

3 ↑↑ 4

= 37625597484987

= 1.25 × 103638334640024

= 3 ↑ 3 ↑ 3 ↑ 3 = 33
33



クヌースのタワー表記

𝑎 ↑↑ 1 = 𝑎

𝑎 ↑↑ 2 = 𝑎 ↑ 𝑎

𝑎 ↑↑ 3 = 𝑎 ↑ 𝑎 ↑ 𝑎 = 𝑎𝑎
𝑎

⋮

𝑎 ↑↑ 𝑏 = 𝑎 ↑ 𝑎 ↑ ⋯ ↑ 𝑎

𝑏 個

= 𝑎𝑎
𝑎⋰

𝑎

𝑏 個

𝑎 ↑↑↑ 1 = 𝑎

𝑎 ↑↑↑ 2 = 𝑎 ↑↑ 𝑎

𝑎 ↑↑↑ 3 = 𝑎 ↑↑ 𝑎 ↑↑ 𝑎

⋮

𝑎 ↑↑↑ 𝑏 = 𝑎 ↑↑ 𝑎 ↑↑ ⋯ ↑↑ 𝑎

𝑏 個



クヌースのタワー表記

𝑎 ↑↑↑ 1 = 𝑎

𝑎 ↑↑↑ 2 = 𝑎 ↑↑ 𝑎

𝑎 ↑↑↑ 3 = 𝑎 ↑↑ 𝑎 ↑↑ 𝑎

⋮

𝑎 ↑↑↑ 𝑏 = 𝑎 ↑↑ 𝑎 ↑↑ ⋯ ↑↑ 𝑎

𝑏 個

3 ↑↑↑ 1 = 3

3 ↑↑↑ 2 = 3 ↑↑ 3 = 7.6 × 1012

3 ↑↑↑ 3 = 3 ↑↑ 3 ↑↑ 3

= 3 ↑↑ 7.6 × 1012

= 33
⋰3

7.6兆個



いよいよ....

𝑎 ↑ 𝑏 = 𝑎 × 𝑎 ×⋯× 𝑎

𝑎 ↑↑ 𝑏 = 𝑎 ↑ 𝑎 ↑ ⋯ ↑ 𝑎

𝑎 ↑↑↑ 𝑏 = 𝑎 ↑↑ 𝑎 ↑↑ ⋯ ↑↑ 𝑎

𝐺 𝑛 = 3 ↑𝑛 3

𝐺 1 = 3 ↑ 3 = 27

𝐺 2 = 3 ↑↑ 3 = 7.6 × 1012

𝐺 3 = 3 ↑↑↑ 3 = 3 ↑↑ 3 ↑↑ 3

= 3を7.6 × 1012回累乗する

𝐺 4 = 3 ↑↑↑↑ 3 = 3 ↑↑↑ 3 ↑↑↑ 3

= 3 ↑↑ 𝐺(2)

= 3 ↑↑↑ 𝐺(3)

= 3 ↑↑ 3 ↑↑ ⋯ ↑↑ 3 𝐺(3)回繰り返す

𝑎 ↑ ⋯ ↑ 𝑏 = 𝑎 ↑𝑛 𝑏

= 𝑎 ↑𝑛−1 𝑎 ↑𝑛−1 ⋯ ↑𝑛−1 𝑎

𝑛 個

𝑏 個



ついに、グラハム数

𝐺 𝑛 = 3 ↑𝑛 3

𝐺 1 = 3 ↑ 3 = 27

𝐺 2 = 3 ↑↑ 3 = 7.6 × 1012

𝐺 3 = 3 ↑↑↑ 3 = 3 ↑↑ 3 ↑↑ 3

= 3を7.6 × 1012回累乗する

𝐺 4 = 3 ↑↑↑↑ 3 = 3 ↑↑↑ 3 ↑↑↑ 3 = 3 ↑↑↑ 𝐺(3)

= 3 ↑↑ 𝐺(2)

𝐺2 4 = 𝐺(𝐺(4)) = 3 ↑𝐺 4 3 = 3 ↑ ⋯ ↑ 3

↑が 𝐺(4)個

𝐺3 4 = 𝐺(𝐺2(4)) = 3 ↑𝐺
2 4 3 = 3 ↑ ⋯ ↑ 3

↑が 𝐺2 4 個

⋮

𝐺64(4) グラハム数

ギネスブック(1980)
数学の証明で使われた最大の数



グラハム数は実在しているのか？

全宇宙の素粒子の数 1080

1グーゴル(googol) 10100

1 グーゴルプレックス 10𝑔𝑜𝑜𝑔𝑜𝑙 = 1010
100

1不可説不可説転＝10372183838819776444413065976878496481295 = 103.7×10
37

最大のメルセンヌ素数(2018年1月)   277232917 − 1 = 4.6 × 1023249424

𝐺 4 = 3 ↑↑ 3 ↑↑ ⋯ ↑↑ 3

𝐺(3)個

𝐺 3 = 33
3⋰

⋰3
3

7.6兆個

𝐺64(4)

グラハム数



数学は想像と創造である

一見、単純なものの中に深淵なるものを見出す。

しばしば、人間精神の限界にも迫る。

 数学≠数の学問

 mathema（古代ギリシャ起源）= 知識・学問

身の回りの
事象がヒント

抽象化
概念化

普遍的な知
googol は9歳の

子供の創案


