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1 イントロダクション

確率制御の理論を用いて２種類の最適投資選択問題の解

を導出し, 最適な戦略を実行した際の資産過程の期待値と
分散をそれぞれ計算する.

2 最適投資選択問題

初めに安全証券 S0
t , 危険証券 {Si

t}i≥2, 経済要因 Xt を

用いて, 市場モデルを次のように定める.

· dS0
t = rS0

t dt, S0
t = s0

· dSi
t = Si

t

{
(a + AXt)dt +

n+m∑
k=1

ΣikdW k
t

}
, Si

0 = si

· dXt = (b + BXt)dt + ΛdWt, X0 = x ∈ Rn

ただし, Wtは (Ω,F , P ;Ft)上のm + n次元ブラウン運動

であり, r は R に値を取る実数値関数, a, b は Rm に値

を取るベクトル関数, A, B は Rm×m, Σ, Λ はそれぞれ
Rm×(m+n), Rn×(m+n) に値を取る行列値関数とする.

投資家の選択する行動基準を次のように定める.

Definition 2.1 (自己資金充足戦略)

i 番目の証券への投資比率 hi
t が次の式を満たすとする.

h0
t = 1 −

m∑
i=1

hi
t

また, 資産過程 Vt を確率微分方程式

dVt

Vt
=

m∑
i=0

hi
t

dSi
t

Si
t

, V0 = v

の解とし, ht = (h1
t , . . . , h

m
t ) と Vt は２乗可積分であると

する. このとき, 総資産 Vt を保有比率 ht で運用する戦略

(V, h)を 自己資金充足戦略という.

ここで、リスク鋭感的評価関数を次のように定める.

J(T, v, h) = −2
θ
logE

[
V

− θ
2

T

]
= −1

2
logE

[
e−

θ
2 logVT

]
,

θ > −2, θ ̸= 0

Definition 2.2 (完全情報下での最適投資選択問題)

ht が Rm に値をとる Ft = σ(Su, Xu;u ≤ t) -適合な確
率過程であり, h0

t = 1 −
∑m

i=1 hi
t となるとき, その h∗ =

(h0
t , h

∗
t ) の全体を H1(T ) とする. 完全情報下での最適投

資選択問題とは

sup
h∈H1(T )

J(T, v, h) = J(T, v, ĥ)

を実現するような ĥ を求める問題をいう.

Definition 2.3 (部分情報下での最適投資選択問題)

ht が Rm に値をとる Gt = σ(Su;u ≤ t) -適合な確率過
程であり, h0

t = 1−
∑m

i=1 hi
tとなるとき,そのh∗ = (h0

t , h
∗
t )

の全体を H2(T ) とする. 部分情報下での最適投資選択問
題とは

sup
h∈H2(T )

J(T, v, h) = J(T, v, ĥ)

を実現するような ĥ を求める問題をいう.

3 最適投資戦略

Theorem 3.1

完全情報下で, 評価関数 J を最大化するような最適制御

ĥ は次のような表現をもつ.

ĥ(t,Xt) =
2

θ + 2
(ΣΣ∗)−1

(
a + AXt − r1

− θ

2
ΣΛ∗ {N(t)Xt + p(t)}

)
このN, p, k, は次式を満たす.

Ṅ(t) + K∗
1N(t) + N(t)K1 + N(t)K0N(t) + K2 = 0, N(T ) = 0

ṗ(t) + K∗
1p(t) + N(t)L1 + N(t)K0p(t) + L2 = 0, p(T ) = 0

k̇(t) +
1
2
tr(ΛΛ∗N(t)) + L∗

1p(t) + r

+
2

2(θ + 2)
(a − r1)∗(ΣΣ∗)−1(a − r1) = 0, k(T ) = logv

ただし,

K0 = −θ

2
Λ

(
I − θ

θ + 2
Σ∗(ΣΣ∗)−1Σ

)
Λ

K1 = B − θ

θ + 2
ΛΣ∗(ΣΣ∗)−1A

K2 =
2

θ + 2
A∗(ΣΣ∗)−1A

1



L1 = b − θ

θ + 2
ΛΣ∗(ΣΣ∗)−1(a − r1)

L2 =
2

θ + 2
A∗(ΣΣ∗)−1(a − r1)

Theorem 3.2

部分情報下では、評価関数 J を最大にするような最適

制御 ĥ は次のような表現を持つ.

ĥ(t, γt) =
2

θ + 2
(ΣΣ∗)−1

[
a − r1 + θ(AΠ + ΣΛ∗)f

+ {A + θ(AΠ + ΣΛ∗)R}γt

]
ただし,

・Ṙ + R

ȷ

B − θ

θ + 2
(AΠt + ΛΣ∗)(ΣΣ∗)−1A

ff

+

ȷ

B∗ − θ

θ + 2
A∗(ΣΣ∗)−1(AΠt + ΣΛ∗)

ff

R

+
θ2

θ + 2
R(ΠtA

∗ + ΛΣ∗)(ΣΣ∗)−1(AΠt + ΣΛ∗)R

− 1

θ + 2
A∗(ΣΣ∗)−1A = 0, R(T ) = 0

・ḟ +

ȷ

B∗ +
2θ

θ + 2
Rt(ΠtA

∗ + ΛΣ∗)(ΣΣ∗)−1(AΠt + ΣΛ∗)

ff

− θ

θ + 2
A∗(ΣΣ∗)−1(AΠt + ΣΛ∗)f + Rb

− 1

θ + 2
{A + θ(AΠt + ΣΛ∗)R} (ΣΣ∗)−1(a − r1) = 0,

f(T ) = 0

・k̇ − r(t) + tr
ˆ

R(ΠtA
∗ + ΛΣ∗)(ΣΣ∗)−1(AΠt + ΣΛ∗)

˜

+ f∗b

+ θf∗(ΠtA
∗ + ΛΣ)(ΣΣ∗)−1(AΠt + ΣΛ∗)f

− 1

θ + 2
C∗

t (ΣΣ∗)Ct = 0, K(T ) = 0

・Ct = a − r(t)1 + θ(AΠt + ΣΛ)f

・dγt =
˘

b + Bγt − (ΠA∗ + ΛΣ∗)(ΣΣ∗)−1(d + Aγt)
¯

dt

+ (ΠA∗ + ΛΣ∗)(ΣΣ∗)−1dYt, γ0 = x

・Π̇ + (ΠA∗ + ΛΣ∗)(ΣΣ∗)−1(AΠ + ΣΛ) − ΛΛ∗

− BΠ − ΠB∗ = 0 , Π(0) = 0

4 最適投資戦略の検証

a, A, b, B, r, σ, λ は 1 次の実定数とし, Σ = (σ, 0)∗,
Λ = (0, λ)とする. また,危険証券と経済要因に関しても市
場にはそれぞれ1つしか存在しないの場合 (i = 1, m = 1の
場合)について考える.

i) 完全情報下の場合

完全情報下での最適投資戦略は

h(t, Xt) =
2

θ + 2
σ−2(a − r + AXt)

となる. このとき, Vt の期待値と分散は

E[Vt] = vertu1(t, x)

V [Vt] = E[V 2
t ] − E[Vt]2 = v2e2rt

(
u2(t, x) − u2

1(t, x)
)

となる. ただし, ξ1 = 2
θ+2 , ξ2 = 4 θ+3

(θ+2)2 とすると,

u1(t, x) = vĒ

[
exp

(∫ t

0

{
r + ξ1σ

−2(a − r + AXs)2
}

ds

)]
u2(t, x) = v2Ě

[
exp

(∫ t

0

{2r + ξ2σ
−2(a − r + AXs)2}ds

)]
である. u1, u2 は Feynman–Kacの公式から Cauchy問題
の解であることがわかる. また, ∂E[Vt]

∂t ≥ 0 であることか
ら, 期待値 E[Vt] は t に関して単調増加であることがわか

る.

ii) 部分情報下の場合

部分情報下での最適投資戦略は

h(t, γt) =
2

θ + 2
σ−2 (a − r + θAΠf + (A + θAΠR)γt)

となる. このとき, Vt の期待値と分散は

E[Vt] = vertµ1(t, x)

V [Vt] = E[V 2
t ] − E[Vt]2 = v2e2rt

(
µ2(t, x) − µ2

1(t, x)
)

として求められる. ただし,

µ1(t, x) = Ē

[
exp

(∫ t

0

{ 2
θ + 2

σ−2 (a − r + Aγs)

× (a − r + θAΠsfs + (A + θAΠsRs)γs)
}
ds

)]
µ2(t, x) = Ě

[
exp

(∫ t

0

{
4

(θ + 2)2
σ−2 (a − r + θAΠsfs

+ (A + θAΠsRs)γs)2 +
4

θ + 2
σ−2(a − r + Aγs)

× (a − r + θAΠsfs + (A + θAΠsRs)γs)
}

ds

)]
となる.
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