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1 イントロダクション

集団遺伝学とは, 集団内の特定の遺伝子 (アリル) の分

布や統計量を調べる学問である. ランダムに変化する遺伝

子に対して, マルコフ過程を用いることで, モデルを簡単

化できる. ここでは, 連続時間のマルコフ過程の例である

ユール過程をアリルを対象としたモデルへと発展させた

Sn-値 Moran モデルを構築する. Sn-値 Moran モデルで

は状態に順列を用いることで, 集団の家族構成も読み取る

ことができる.

2 連続時間マルコフ過程の例

定義 2.1 正数の列 {λi} を考える. 純粋出生過程とは次

の条件をみたすマルコフ過程である.

Pi,i+1 = λih + o(h)

Pii = 1 − λih + o(h)

Pij = 0 (i > j)

λi > 0, i = 0, 1, 2, . . .

定義 2.2 出生死亡過程の推移確率 Pij(t)は次の条件をみ

たす.

Pi,i+1(h) = λih + o(h) i ≥ 0

Pi,i−1(h) = µih + o(h) i ≥ 1

Pii(h) = 1 − (λi + µi)h + o(h) i ≥ 0

Pij(0) = δij

µ0 = 0, λ0 > 0, µi, λi > 0, i = 0, 1, 2, . . .

ユール過程

集団の個体間に相互作用がないと仮定する.

βh + o(h):各個体が長さ hの時間内に新しい個体を 1個

生む確率

N :時刻 0での個体数

とすると,

Pi,i+1 =
(

i + N
1

)
[βh + o(h)][1 − βh + o(h)]i+N−1

= (i + N)βh + o(h)

P (X(t) = i) = e−βt(1 − e−βt) (i ≥ 0)

X(t):時刻 tにおける集団の大きさ

移住を伴うユール過程

P (X(t) = i) =

(
i + θ − 1

i

)
e−θt(1 − e−t)i

θ:出生率 1に対して移民が来る比率

3 Sn-値ユール過程

以下のルールに従って集団内の様子を順列で記述する.

• 発生順に個体を番号付け
• 移民が来たら新しいサイクルを右隣に作成
• 子供の番号は親の番号の左隣に挿入
例 p = (5 3 1)(4 2)

一番古い家族のメンバーは 1,3,5. 3は 1の子供, 5は 3の

子供.

定義 3.1 サイズ nの順列の集合を Sn, すべてのサイズの

順列の集合を S = ∪∞
n=0Sn とおく. 移住を伴うユール過

程は, 次のような推移率 lpq, (p ̸= q)をもつ S = ∪∞
n=0Sn

上のマルコフ連鎖 {Π(t), t ≥ 0;Π(0) = (0)} として表さ
れる.

p = (0) ∈ S0 のとき

lpq =

 θ q = (1),
−θ q = p,
0 その他.

p ∈ Sn−1, n > 1で pが形 p = c1 . . . ci . . . ck をもつとき,

lpq =


θ q = c1 · · · ci · · · ck (n),
1 q = c1 · · · cj

i · · · ck,
−(n − 1 + θ) q = p,

0 その他.

ci = (n1 . . . nl(i)), cj
i = (n1 . . . nj−1 n nj . . . nl(i))

状態の推移だけに注目するとジャンプチェーンとなる.

定理 3.2 {Π(t), t ≥ 0;Π(0) = 0} のジャンプチェー
ンである S = ∪∞

n=0Sn 上のマルコフ連鎖 {Π̃n, n =

0, 1, 2, . . . }は

Π̃1 = I1

Π̃n+1 = in(Π̃n)Yn+1 n = 2, 3, . . .

を生成する.

{Yn}:長さ 2または長さ 1のサイクルにのみ値をとる独

立確率変数列
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In:Sn 上の恒等写像

p = c1c2 · · · ck ならば, in : Sn → Sn+1 は包含写像

in(p) = c1c2 · · · ck(n + 1)

このとき Y1 = I1 とし, n > 1については Yn は次のよう

な分布をもつ.

P [Yn = (n k)] =
1

n − 1 + θ
(1 ≤ k < n)

P [Yn = In] =
θ

n − 1 + θ

4 Sn-値 Moran モデル

Moran モデル（Moran, 1958 ; Kelly, 1979）

連続時間のアリルのモデル.

• 比率 µで死ぬ個体がランダムに１つ選ばれる.

• 残った n − 1 個体の中から再びランダムに１つ選ば

れ新しい個体が生まれる.

• 子供は確率 1 − uで親と同型, 確率 uで突然変異.

定義 4.1 Sn から Sn への写像 hk を

hk(p) = n̂(s−1
r psr) (r = max{k, pk})

によって定義する.

sr = (n n − 1 . . . r + 1 r), sr ∈ Sn

n̂(p) = (n pn)p , p(k) = pk

定義 4.2

Xm = hZm(Xm−1)Ym (m = 1, 2, . . . )

によって定義される, 離散時間の確率過程 {Xm,m =

0, 1, . . . }を Sn-値 Moran モデルという.

P [Zm = k] = n−1, (k = 1, . . . , n), {Zm}:i.i.d
P [Ym = (n k)] = 1

n−1+θ (k = 1, . . . , n − 1)

P [Ym = (n)] = θ
n−1+θ

定理 4.3 Sn-値 Moran モデル {Xm}の定常分布は,

rq =
θ|q|

θ(n)
, q ∈ Sn

となる.

θ(n) = θ(θ + 1) . . . (θ + n − 1) , |q| : q のサイクル数

連続時間への拡張

Sn-値 Moran モデルは事象を「1回の死亡の後, 1回の

出生または突然変異が起こる」としていた. これを連続時

間へ拡張すると, 出生, 死亡, 突然変異が独立に起こるモ

デルとなる. この連続時間のモデルの集団内のアリルの数

だけに注目し, 一般的な移住を伴う出生死亡過程と等しく

なれば, 家系の構成も含む移住を伴う出生死亡過程が構築

できる.

定義 4.4 p ∈ Sn, k = 1, . . . , n とする. このとき連続

時間の Sn-値 Moran モデルの事象を次のような写像

f
(n)
k : Sn → Sn−1, g

(n)
k : Sn → Sn+1, h(n) : Sn → Sn+1

で定義する.

死亡 f
(n)
k : p 7→ πn(hk(p)) = πn(n̂(S−1

r pSr))

(r = max{k, pk}, πn : Sn → Sn−1)

出生 g
(n)
k : p 7→ p(n + 1)(n + 1 k)

突然変異 h(n) : p 7→ p(n + 1)

j ∈ Sn のとき,

Pj(t + ∆t) =
∑

i∈Sn−1∪Sn∪Sn+1

PijPi(t)

を求めたい. しかし, j = f
(n+1)
k (i) をみたす道の総数の

みが未知であり, 求める必要がある. 具体的に S3 → S2,

S2 → S1 について見てみると次のような予想が立てられ

る.

予想

1回の死亡により, ある j ∈ Sn になるような i ∈ Sn+1

の総数は, (n + 1)2 となる.

根拠

現在の集団の状態がある順列 i ∈ Sn+1 で表されている

とする. いま 1回だけ死亡が起きたとすると, 得られる順

列は, 1～n + 1 のそれぞれが死んだ場合の合計 n + 1 通

り. n + 1 個体からなる順列の総数は (n + 1)! であるの

で, すべての i ∈ Sn+1 から 1個体死亡する事象の総数は

(n + 1) · (n + 1)!. また i ∈ Sn+1 と死亡する個体が決めら

れれば, 死亡の後に得られる順列 j ∈ Sn は一つに定まる.

1回の死亡により, (n + 1) · (n + 1)!個の順列がそれぞれ

の j ∈ Sn に平等に推移することがいえれば, n 個体から

なる順列の総数は n!であるので,

(n + 1) · (n + 1)!
n!

= (n + 1)2

となり, 予想が正しいといえる.
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[1] P. Joyce and S. Tavaré : Cycles, permutations and the

structure of the Yule process with immigration,

Stochastic Processes and their Applications 25 (1987),

309–314.
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