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1 序文

世界には様々なネットワークが存在している.例えば,イン

ターネット通信網や交通網といった物理的なネットワーク,人

間関係や一族の家系図,伝染病の流行といった社会的・認知的

なネットワークなど,多様な関係性から生ずるネットワークが

存在している.これらのネットワークは複雑ながらもいくつか

の規則性があると考えられ研究されてきた.

本研究では,しきい値モデルに着目する.しきい値モデルは,

ランダムグラフや他のモデルでは導入されていない頂点重み

を用いることにより,人と人,物と物がつながるためのプロセ

スを考えたネットワークの構成を再現している点で興味深い.

本研究の目的は, 重みとなる確率変数列を 2 つ用意するこ

とで,より多様なしきい値モデルを提案し,しきい値モデルの

特性量と比較することである.

2 ネットワークの特性量

V を空でない集合 (頂点集合), E を V の 2 点集合の部分

集合 (辺集合)とするとき, G = (V,E)をグラフという.また,

確率的なルールによって生成されたグラフをランダムグラフ

といい,両方を称してネットワークという.

以下のグラフ G = (V,E)では,頂点総数を nとする.

定義 2.1. 辺の密度

頂点 v の次数 d(v) は, v から出ている辺の個数とする.グ

ラフ G = (V,E) の辺の密度を,

D =
1

n(n− 1)

∑
v∈V

d(v)

と定義する.

定義 2.2. 平均頂点間距離

v, w を 2つの頂点とするとき, v から wへ行くために通ら

なくてはならない辺の個数の最小値を d(v, w) と書いて距離

という.グラフ G = (V,E)の平均頂点間距離を,

L =

(
n

2

)−1 ∑
異なる頂点対

d(v, w)

と定義する.

定義 2.3. クラスター係数

頂点 v のクラスター係数 C(v)を,

C(v) =

(
d(v)

2

)−1

(頂点 v を含む三角形の個数)

と定義する.ただし, d(v) = 0または 1の場合には C(v) = 0

とする.グラフ G = (V,E)のクラスター係数を,

C =
1

n

∑
v∈V

C(v)

と定義する.

3 しきい値グラフ

定義 3.1. グラフ G = (V,E)に対して,非負実数 wv(v ∈ V )

と tが存在して,頂点 uと v が,

wu + wv > t ⇐⇒ uv ∈ E

を満たす時, Gをしきい値グラフという.

しきい値グラフには以下のような特徴がある.

(1) 4頂点以上のしきい値グラフは, P4, C4, 2K2 を含まない.

(2) しきい値グラフは, 頂点 1 個からなるグラフに, 孤立的な

頂点 (頂点を加える前にあった頂点に対し辺を結ばない)かス

ター的な頂点 (頂点を加える前にあった全ての頂点に対し辺

を結ぶ)を繰り返し加えていくことで構成することができる.

4 2値しきい値モデル

頂点総数を n とする. {Xi}i=1,...,n が P (X1 = 1) = p,

P (X1 = 0) = 1− pを満たす独立同分布な確率変数列とする.

しきい値θを 0 ≤θ < 1とし, Xi +Xj > θのとき,頂点 i

と頂点 j を辺 ⟨i, j⟩で結ぶ (図 1).辺の密度,平均頂点間距離,

クラスター係数に関する極限を求める.

4.1 辺の密度に関する極限

辺の総数 Dn とする.辺の密度に関する平均は,

lim
n→∞

(
n

2

)−1

E[Dn] = p(2− p)

1



である.辺の密度に関する極限は,

lim
n→∞

(
n

2

)−1

Dn = p(2− p), a.s.

さらに,辺の密度に関する分散の極限は,

V
[(n

2

)−1

Dn

]
∼ p(1− p)3

n
+ · · ·

となる.

4.2 平均頂点間距離に関する極限

平均頂点間距離に関する極限は,

lim
n→∞

Ln = 2− p(2− p), a.s.

となる.

4.3 クラスター係数に関する極限

クラスター係数 Cn に関する極限は,

lim
n→∞

Cn = 1− (1− p)2p, a.s.

となる.

5 2値 2次元しきい値モデル

頂点総数を n, しきい値 θ を 0 ≤ θ < 1 と固定する.

{Xi}i=1,2,...,n, {Yi}i=1,2,...,n は,

P (Xi = 1) = p1 P (Xi = 0) = 1− p1

P (Yi = 1) = p2 P (Yi = 0) = 1− p2

を満たす独立同分布な確率変数列とする. Xi + Xj > θ ,

Yi + Yj > θ のときのみ頂点 i と頂点 j を辺 ⟨i, j⟩ で結ぶ.

各頂点の重みを (Xi, Yi)と表記する. 辺の密度,平均頂点間距

離,クラスター係数に関する極限を求める.

例 5.1. 頂点の重みが (1, 0), (0, 1), (1, 0), (0, 0)で与えられた

とき,右図 1のようになる.

図 1 : 2値 2次元しきい値モデル

5.1 辺の密度に関する極限

定理 5.1. 辺の密度に関する平均は,

lim
n→∞

(
n

2

)−1

E[Dn]

である.辺の密度に関する極限は,

lim
n→∞

(
n

2

)−1

Dn = p1p2(2− p1)(2− p2), a.s.

さらに,分散は,

V
[(n

2

)−1

Dn

]
∼ p1p2

n
(−p31p

3
2 − 15p21p

2
2 − 15p1p2 + 1

+ 4p31p
2
2 + 4p21p

3
2 − 4p31p2 − 4p1p

3
2 + 15p21p2

+ 15p1p
2
2 − p21 − p22 + p1 + p2) + · · ·

となる.

5.2 平均頂点間距離に関する極限

定理 5.2. 平均頂点間距離に関する極限は,

lim
n→∞

Ln = 2− p1p2(2− p1)(2− p2) a.s.

5.3 クラスター係数に関する極限

定理 5.3. クラスター係数に関する極限は,

lim
n→∞

Cn = p21p
2
2(2− p1)(2− p2) + p21(2− p1)(1− p2)

+ p22(2− p2)(1− p1) + (1− p1)(1− p2), a.s.

6 結論

しきい値モデルで実現しないグラフを 2次元しきい値モデ

ルでは多くのグラフを実現することがわかった. このことか

ら, 2次元しきい値モデルはしきい値モデルよりも多様な構造

を持つことがわかった. 一般の 2 次元しきい値モデルに対し

て, 3つの特性量の極限定理を得るまでに至らなかったが,確

率変数がベルヌイ試行に従う場合を扱い, 3つの特性量を具体

的に計算した.しきい値モデル, 2次元しきい値モデルについ

て 3 つの特性量を取り扱ったが, 高次元化されたしきい値モ

デルの構造, 特性量についても興味深いものがあると考えら

れる.
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