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授業の概要

（１）四則演算・平方根の計算（関数電卓・PCなど）
（２）Excelくらいが使えるとよい
（３）統計ソフト（Rなど）やプログラミング（Pythonなど）は不要

確率と統計の基礎を学び、データ解析のリテラシを養う目的

計算機

内容 （１）確率分布・確率変数・平均値・分散などの確率論の概念
（２）二項分布や正規分布などの基本的な確率分布
（３）母数の点推定・区間推定などの統計的推定
（４）仮説検定の考え方と基本的な形式



 コロナ感染症対策のため, 教室の授業は流動的
・講義時間の前半45分：講義（座学）＋質疑応答

・この様子は Google Meet によるリアルタイム配信（うまくゆけば）
・講義はオンデマンド化を予定（うまくゆけば）

・講義時間の後半45分：問題演習など自由学習

 問題演習
・問題集配布(pdf)：やや高度な問題(**)も含めて取り組む
・解説ビデオ(mp4)：順次公開する予定

 成績評価
・筆記試験またはレポート試験を予定している（詳細未定）

授業の形式
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1 0 授業概要と序論
第 1 章記述統計
1.1 母集団と標本

2
1 1変量データ
【2.1】 1.2 1変量データの記述

3
2 2変量データ
【10.1～10.4】 1.3 2変量データの記述

4 3 確率の基本
【3.1～4.7】

第 2 章初等確率論
第 3 章確率変数と確率分布
3.1 確率変数の素朴な導入

5
4 離散型確率分布
【5.1～5.10】

2. 確率変数の分布
3.確率変数の平均と分散
第 5 章基本的な確率分布
5.1 離散分布

6 5 連続型確率分布
【6.1～6.12】 5.2 連続分布

7 中間まとめ（課題演習等）

8 6 標本抽出と正規分布
【7.1～7.7】

第 4 章確率変数列
第 6 章大数の法則と中心極限定理
第 7 章母数の推定
7.1 標本抽出の確率モデル

9 7 点推定
【7.1～7.7】 7.2 点推定

10 8 区間推定
【8.1～8.10】 7.3 区間推定

11 中間まとめ（課題演習等）

12 9 母平均の検定
【9.1～9.9】

第 8 章仮説検定
1. 母数の検定
2. 母平均の検定

13 10 母集団の比較
【9.10～9.12】

2. 母平均の検定（続）
3. 2種類の過誤
4. 等分散の検定

14 11 カイ2乗検定
【9.13～9.15】 8.5 カイ2乗検定

15 まとめ（期末試験を含む）

授業予定



一緒に学んでゆきましょう

担当：尾畑伸明（情報科学研究科）

数理統計学



Lecture 0

序 論



記述統計
調査対象 数値データ 表やグラフ

• 国勢調査
• 世論調査
• 視聴率調査
• 様々な実験観察

階級 155-
160

160-
165

165-
170

170-
175

175-
180

180-
185 合計

階級値 157.5 162.5 167.5 172.5 177.5 182.5

度数 4 27 83 103 65 18 300

相対度数 0.013 0.090 0.277 0.343 0.217 0.060 1.000

身長調べ

時間変化（時系列）

Lecture 0 序論



調査対象 数値データ

母集団

偶然に左右
される

誤差が
付きまとう

※得られた数値データから母集団の性質を信頼度付きで推定する

Lecture 0 序論

確率が必要

推測統計

※「調査対象」を母集団と標本に分けてとらえる（フィッシャー）

標本抽出 観測・測定

数値データ標本



確率論の発展と応用
サイコロ賭博の話（16～17世紀）
ド・モアブル：死亡率の計算

年金理論の始まり（18世紀前半）
ダニエル・ベルヌーイ：天然痘死亡率の寿命への影響

数理疫学の始まり（18世紀前半）
ラプラス『確率の解析的理論』（1812）

確率論に高度な微積分を導入、大発展

1790 アメリカ国勢調査（Census）
1795 オランダ国勢調査
1801 統計局設置（フランス）,イギリス国勢調査

確率論の創始者カルダーノの自伝

社会統計 - 人口統計が古い（古代ローマ）
国家運営・各種政策の基礎として重要
現在人口の確認、将来人口の推測、国内の労働力の把握、国家予算、税金・年金、等々

ラプラスによる確率論の啓蒙書

Lecture 0 序論

歴史を少し

大規模な国勢調査



Lambert Adolphe Jacques Quetelet (1796-1874)
 社会統計を科学的に分析するために確率論を導入

『人間とその能力の発展について－社会物理学の試み』(1835)
犯罪率・結婚率・自殺率などの統計法則を他の社会的要因の変数から説明する。
平均人（社会の重心）の発見
自由意志で動く人々⇒社会全体では法則に従っている

 ロンドン統計学会（現王立統計学会）の設立（1834）
 ケトレー指数（Body Mass Index 𝑤𝑤𝑤𝑤/ℎ2）

Lecture 0 序論

近代統計学

 C. R. Darwin (1809-1882) のいとこ
 Eugenics「優生学」 (1883年造語)
 近代統計学の父、相関係数の導入、回帰分析の始まり

Sir Francis Galton (1822-1911)



推測統計学の創始
「研究者のための統計学的方法」(1925)

実験計画法、分散分析、仮説的無限母集団と無作為標本、最尤法、統計学的十分性、
フィッシャーの線形判別関数、フィッシャー情報行列
集団遺伝学の創始者（ネオダーウィニズム）

記述統計学の集大成
データの傾向、関連、規則性の解明

現代統計学の基礎概念の確立
線形回帰、ピアソンの積率相関係数、カイ二乗検定、histogram (1895年に造語)

Karl Pearson (1857-1936)

Lecture 0 序論

データ駆動型社会の到来
大規模データの利活用

少数のデータを丁寧に扱って
できるだけ精密な推測を行う

データの構造解析
モデリング理論

高性能計算(HPC)
機械学習などのAI技術

大標本主義

現代確率論と小標本主義

Sir Ronald Aylmer Fisher (1890-1962)



Lecture 1

1変量データの整理



3110 2500 2770 3010 3000 3000 2740 3040 3060 3410
3100 2620 3910 3650 2840 2480 2790 3720 3520 2850
3140 2780 2270 2700 2830 3020 3160 4060 2620 3390
3050 3190 3710 3460 3200 3260 3040 3610 3360 3280
2480 3440 2970 3050 2590 3320 3580 3820 3450 4150
3300 3020 3360 3140 3300 3600 3330 3300 3300 3170
3340 3250 2880 3560 3060 3320 2740 2380 3590 2460
2960 3170 3000 3250 3140 3220 3160 3730 3460 3360
3160 3540 2890 3060 2900 3040 3220 3590 2680 3150
2770 3220 2970 3300 3560 3520 2760 2740 2820 4180

生データ/ ローデータ (raw data)

• わかりやすく整理
• 可視化
• 特徴を抽出

①データの範囲

度数分布表 (frequency table)
いくつかの階級（クラス）に
分類して表に整理する

Lecture 1   1変量データの整理 度数分布表とヒストグラム

最大値 (max)
最小値 (min)
範囲 (range)

max = 4180
min = 2270
R = max - min = 1910

② 階級幅と階級数
決め方には自由度がある
目的や見やすさに応じて決める



3110 2500 2770 3010 3000 3000 2740 3040 3060 3410
3100 2620 3910 3650 2840 2480 2790 3720 3520 2850
3140 2780 2270 2700 2830 3020 3160 4060 2620 3390
3050 3190 3710 3460 3200 3260 3040 3610 3360 3280
2480 3440 2970 3050 2590 3320 3580 3820 3450 4150
3300 3020 3360 3140 3300 3600 3330 3300 3300 3170
3340 3250 2880 3560 3060 3320 2740 2380 3590 2460
2960 3170 3000 3250 3140 3220 3160 3730 3460 3360
3160 3540 2890 3060 2900 3040 3220 3590 2680 3150
2770 3220 2970 3300 3560 3520 2760 2740 2820 4180

生データ/ ローデータ (raw data)

• わかりやすく整理
• 可視化
• 特徴を抽出

度数分布表 (frequency table)
Lecture 1   1変量データの整理 度数分布表とヒストグラム

階級番号 階級 階級値 度数
1 2100~2300 2200 1
2 2300~2500 2400 5
3 2500~2700 2600 5
4 2700~2900 2800 15
5 2900~3100 3000 18
6 3100~3300 3200 24
7 3300~3500 3400 13
8 3500~3700 3600 11
9 3700~3900 3800 4
10 3900~4100 4000 2
11 4100~4300 4200 2
計 ー ー 100



度数分布表 (frequency table)
Lecture 1   1変量データの整理 度数分布表とヒストグラム

階級番号 階級 階級値 度数
1 2100~2300 2200 1
2 2300~2500 2400 5
3 2500~2700 2600 5
4 2700~2900 2800 15
5 2900~3100 3000 18
6 3100~3300 3200 24
7 3300~3500 3400 13
8 3500~3700 3600 11
9 3700~3900 3800 4
10 3900~4100 4000 2
11 4100~4300 4200 2
計 ー ー 100

ヒストグラム

度数多角形
可視化



データから特徴を取り出す：データの代表値

階級値 𝑐𝑐1 𝑐𝑐2 ⋯ 𝑐𝑐𝑗𝑗 ⋯ 𝑐𝑐𝑘𝑘 計

度数 𝑓𝑓1 𝑓𝑓2 ⋯ 𝑓𝑓𝑗𝑗 ⋯ 𝑓𝑓𝑘𝑘 𝑛𝑛

相対度数 𝑝𝑝1 𝑝𝑝2 ⋯ 𝑝𝑝𝑗𝑗 ⋯ 𝑝𝑝𝑘𝑘 1

相対度数： 𝑝𝑝𝑗𝑗 =
𝑓𝑓𝑗𝑗
𝑛𝑛

これは単なる（長大な）数列𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2,⋯ , 𝑥𝑥𝑛𝑛

度数分布表

Lecture 1   1変量データの整理 データの代表値

生データ

度数データ



データの代表値
平均値 (mean/average)

生データの場合： 𝑥̅𝑥 =
1
𝑛𝑛
�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑥𝑥𝑖𝑖 =
1
𝑛𝑛
�𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑥̅𝑥 =
1
𝑛𝑛
�
𝑗𝑗=1

𝑘𝑘

𝑐𝑐𝑗𝑗𝑓𝑓𝑗𝑗 =
1
𝑛𝑛
�𝑐𝑐𝑗𝑗𝑓𝑓𝑗𝑗 = �𝑐𝑐𝑗𝑗𝑝𝑝𝑗𝑗

階級値 𝑐𝑐1 𝑐𝑐2 ⋯ 𝑐𝑐𝑗𝑗 ⋯ 𝑐𝑐𝑘𝑘 計
度数 𝑓𝑓1 𝑓𝑓2 ⋯ 𝑓𝑓𝑗𝑗 ⋯ 𝑓𝑓𝑘𝑘 𝑛𝑛

相対度数 𝑝𝑝1 𝑝𝑝2 ⋯ 𝑝𝑝𝑗𝑗 ⋯ 𝑝𝑝𝑘𝑘 1

度数データの場合：

Lecture 1   1変量データの整理 データの代表値

明らかなときは
𝑖𝑖の範囲を省略



生データの場合：データを小さいほうから並べて順位が中央の値
中央値 (median)

度数データの場合：多少の計算を要す（教科書参照）

最頻値 (mode)
度数データの場合のみ：最大度数をとる階級値

次の10個のデータの平均値と中央値を求めよ.

2 5 6 7 8 3 1 2 4 24

𝑥̅𝑥 =
1

10
1 + ⋯+ 24 = 6.2

1 2 2 3 4 5 6 7 8 24

𝑀𝑀𝑀𝑀 =
1
2

4 + 5 = 4.5

小さいほうから並べると

例 題

Lecture 1   1変量データの整理 データの代表値



生データの場合： 𝑠𝑠2 =
1
𝑛𝑛
� 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 2

標準偏差 (standard variation) 𝑠𝑠 = 𝑠𝑠2

分散 (variance) 𝒔𝒔𝟐𝟐 = 𝒔𝒔𝒙𝒙𝟐𝟐

データのばらつき・広がり

階級値 𝑐𝑐1 𝑐𝑐2 ⋯ 𝑐𝑐𝑗𝑗 ⋯ 𝑐𝑐𝑘𝑘 計
度数 𝑓𝑓1 𝑓𝑓2 ⋯ 𝑓𝑓𝑗𝑗 ⋯ 𝑓𝑓𝑘𝑘 𝑛𝑛

相対度数 𝑝𝑝1 𝑝𝑝2 ⋯ 𝑝𝑝𝑗𝑗 ⋯ 𝑝𝑝𝑘𝑘 1

度数データの場合：

𝑠𝑠2 =
1
𝑛𝑛
�
𝑗𝑗=1

𝑘𝑘

𝑐𝑐𝑗𝑗 − 𝑥̅𝑥 2𝑓𝑓𝑗𝑗 = �
𝑗𝑗=1

𝑘𝑘

𝑐𝑐𝑗𝑗 − 𝑥̅𝑥 2𝑝𝑝𝑗𝑗

注意（後出）不偏分散

Lecture 1   1変量データの整理 データのばらつき



�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 = 0

偏差の和はゼロである：

基本的な性質（１）

証明

}偏差

� 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 = �𝑥𝑥𝑖𝑖 −�𝑥̅𝑥 = 𝑛𝑛𝑥̅𝑥 − 𝑛𝑛𝑥̅𝑥 = 0

平均値の定義 𝑥̅𝑥 =
1
𝑛𝑛
�𝑥𝑥𝑖𝑖 から �𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑛𝑛𝑥̅𝑥

そうすると,

Lecture 1   1変量データの整理 データのばらつき



𝑥̅𝑥 2平均値 𝑥̅𝑥

基本的な性質（２）分散公式

証明

𝑠𝑠2 = 𝑥𝑥2 − 𝑥̅𝑥 2

𝑠𝑠2 =
1
𝑛𝑛
�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑥𝑥𝑖𝑖2 − 𝑥̅𝑥2生データの場合：

度数データの場合： 𝑠𝑠2 =
1
𝑛𝑛
�
𝑗𝑗=1

𝑘𝑘

𝑐𝑐𝑗𝑗2𝑓𝑓𝑗𝑗 − 𝑥̅𝑥2

𝑠𝑠2 =
1
𝑛𝑛
�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 2 =
1
𝑛𝑛
� 𝑥𝑥𝑖𝑖2 − 2𝑥̅𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑥̅𝑥2

生データの場合（度数データの場合は自分で確認）

=
1
𝑛𝑛
�𝑥𝑥𝑖𝑖2 − 2𝑥̅𝑥

1
𝑛𝑛
�𝑥𝑥𝑖𝑖 +

1
𝑛𝑛
�𝑥̅𝑥2

=
1
𝑛𝑛
�𝑥𝑥𝑖𝑖2 − 𝑥̅𝑥2 = 𝑥𝑥2 − 𝑥̅𝑥 2

分散は2乗の平均値から
平均値の2乗を引いたもの

Lecture 1   1変量データの整理 データのばらつき



階級値 𝑐𝑐𝑗𝑗 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 計

度数 𝑓𝑓𝑗𝑗 1 5 5 15 18 24 13 11 4 2 2 100

次の度数分布表から平均,分散,標準偏差を求めよ.

Lecture 1   1変量データの整理 例題

例 題



階級値 𝑐𝑐𝑗𝑗 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 計

度数 𝑓𝑓𝑗𝑗 1 5 5 15 18 24 13 11 4 2 2 100

𝑐𝑐𝑗𝑗𝑓𝑓𝑗𝑗 22 120 130 420 540 768 442 396 152 80 84 3154

𝑐𝑐𝑗𝑗2 484 576 676 784 900 1024 1156 1296 1444 1600 1764

𝑐𝑐𝑗𝑗2𝑓𝑓𝑗𝑗 484 2880 3380 11760 16200 24576 15028 14256 5776 3200 3528 101068

𝑥̅𝑥 =
1
𝑛𝑛
�𝑐𝑐𝑗𝑗𝑓𝑓𝑗𝑗 =

1
100

× 3154 = 31.54

𝑥𝑥2 =
1
𝑛𝑛
�𝑐𝑐𝑗𝑗2𝑓𝑓𝑗𝑗 =

1
100

× 101068 = 1010.68

𝑠𝑠2 = 𝑥𝑥2 − 𝑥̅𝑥2

= 1010.68 − 31.542 = 15.91

𝑠𝑠 = 15.91 = 3.99

次の度数分布表から平均,分散,標準偏差を求めよ.例 題

Lecture 1   1変量データの整理 例題



例題をExcel で扱う

データを準備する



c_j^2f_jを計算する
=A2^2*B2
コピペ



総和を計算する
=SUM(D2:D12)



平均値を計算する
=D13/B13

$B$13 は横方向のコピ
ペを利用したため



分散を分散公式で計算する
=D14-C14^2



分散の平方根が標準偏差
=SQRT(D15)



ヒストグラム
縦棒グラフを選択して整形



解答完了



Lecture 1

おわり



Lecture 2

２変量データの整理



新生児の身長，体重のデータ2変量(2次元)データの例

Lecture 2   2変量データの整理 2変量データの例

番号 身長 体重

31 50.5 3140
32 49.0 3040
33 52.0 3910
34 50.0 2770
35 46.5 2340
36 50.0 3140
37 50.5 3560
38 50.0 3390
39 50.0 3420
40 51.0 3450
41 49.5 3590
42 48.5 2830
43 48.0 3120
44 51.0 3190
45 50.0 3600

番号 身長 体重

46 47.0 2980
47 50.0 3090
48 51.0 3630
49 53.0 4060
50 50.0 3720
51 50.0 3400
52 50.5 3430
53 51.0 3250
54 48.0 2760
55 50.0 3320
56 49.0 2930
57 50.0 3320
58 48.0 2620
59 47.5 2860
60 48.0 2530

番号 身長 体重

1 46.0 2700
2 49.5 3220
3 50.0 3360
4 50.0 3500
5 49.0 3120
6 50.0 3160
7 53.0 4150
8 48.0 3310
9 49.0 2880

10 50.5 3090
11 49.5 3020
12 49.0 3360
13 50.0 3110
14 50.0 3560
15 47.5 2990

番号 身長 体重

16 50.5 3440
17 48.0 2920
18 49.0 3060
19 49.0 3360
20 50.0 3400
21 48.0 3200
22 50.5 2940
23 48.5 2850
24 50.5 3220
25 48.5 2750
26 49.0 3020
27 48.5 2570
28 48.5 3030
29 45.0 2410
30 51.0 3280



𝑥𝑥
𝑦𝑦 45 46 47 48 49 50 51 52 53 計

2400 1 1 0 0 0 0 0 0 0 2

2600 0 1 0 3 0 0 0 0 0 4

2800 0 0 1 4 1 1 0 0 0 7

3000 0 0 2 2 5 3 0 0 0 12

3200 0 0 0 2 2 5 3 0 0 12

3400 0 0 0 1 2 10 1 0 0 14

3600 0 0 0 0 1 3 1 0 0 5

3800 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1

4000 0 0 0 0 0 0 0 1 1 2

4200 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1

計 1 2 3 12 11 23 5 1 2 60

番号 身長
𝑥𝑥

体重
𝑦𝑦

1 46.0 2700

2 49.5 3220

3 50.0 3360

⋮ ⋮ ⋮

𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑦𝑦𝑖𝑖

⋮ ⋮ ⋮

60 48.0 2530

Lecture 2   2変量データの整理 相関表

相関表（2次元の度数分布表）生データ



(46.0, 2700)

46.0

2700

𝑥𝑥

𝑦𝑦

散布図(Scatter Plot)生データ
Lecture 2   2変量データの整理 散布図

番号 身長
𝑥𝑥

体重
𝑦𝑦

1 46.0 2700

2 49.5 3220

3 50.0 3360

⋮ ⋮ ⋮

𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑦𝑦𝑖𝑖

⋮ ⋮ ⋮

60 48.0 2530

𝑥𝑥 座標 𝑦𝑦 座標



散布図(Scatter Plot)生データ
Lecture 2   2変量データの整理 散布図

正の相関

番号 身長
𝑥𝑥

体重
𝑦𝑦

1 46.0 2700

2 49.5 3220

3 50.0 3360

⋮ ⋮ ⋮

𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑦𝑦𝑖𝑖

⋮ ⋮ ⋮

60 48.0 2530

𝑥𝑥 座標 𝑦𝑦 座標



𝑥𝑥 の平均値と分散

𝑥̅𝑥 =
1
𝑛𝑛
�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑠𝑠𝑥𝑥2 =
1
𝑛𝑛
�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 2

𝑦𝑦 の平均値と分散

�𝑦𝑦 =
1
𝑛𝑛
�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑦𝑦𝑖𝑖 𝑠𝑠𝑦𝑦2 =
1
𝑛𝑛
�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑦𝑦𝑖𝑖 − �𝑦𝑦 2

𝑛𝑛：データの大きさ

𝑥𝑥 と 𝑦𝑦 の共分散

𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
𝑛𝑛
�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 𝑦𝑦𝑖𝑖 − �𝑦𝑦

𝑟𝑟𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑠𝑠𝑥𝑥𝑠𝑠𝑦𝑦

２変量の統計量
Lecture 2   2変量データの整理 2変量の統計量

𝑥𝑥 と 𝑦𝑦 の相関係数

番号 身長
𝑥𝑥

体重
𝑦𝑦

1 46.0 2700

2 49.5 3220

3 50.0 3360

⋮ ⋮ ⋮

𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑦𝑦𝑖𝑖

⋮ ⋮ ⋮

60 48.0 2530



共分散・相関係数の意味

𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥 > 0：概ね右上がりの傾向
𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥 < 0：概ね右下がりの傾向

𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
𝑛𝑛
� 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 𝑦𝑦𝑖𝑖 − �𝑦𝑦

共分散

𝑟𝑟𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑠𝑠𝑥𝑥𝑠𝑠𝑦𝑦

=
1
𝑛𝑛
�

𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥
𝑠𝑠𝑥𝑥

𝑦𝑦𝑖𝑖 − �𝑦𝑦
𝑠𝑠𝑦𝑦

相関係数

標準化された共分散といえる

Lecture 2   2変量データの整理 2変量の統計量



生データ： 𝑥𝑥1,⋯ , 𝑥𝑥𝑖𝑖 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑛𝑛 標準化または規準化（𝑧𝑧 変換）

𝑧𝑧𝑖𝑖 =
𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥
𝑠𝑠

標準偏差： 𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑥𝑥

平均値： 𝑥̅𝑥

Lecture 2   2変量データの整理 2変量の統計量

変量の標準化（規準化）

平均値 = ̅𝑧𝑧 = 0

定理 標準化された変数

標準偏差 = 𝑠𝑠𝑧𝑧 = 1

𝑧𝑧𝑖𝑖 =
𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥
𝑠𝑠 に対して



Lecture 2   2変量データの整理 2変量の統計量

平均値 = ̅𝑧𝑧 = 0

定理 標準化された変数

標準偏差 = 𝑠𝑠𝑧𝑧 = 1

𝑧𝑧𝑖𝑖 =
𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥
𝑠𝑠 に対して

証明

̅𝑧𝑧 =
1
𝑛𝑛
�𝑧𝑧𝑖𝑖 =

1
𝑛𝑛
�

𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥
𝑠𝑠 =

1
𝑠𝑠

1
𝑛𝑛
�(𝑥𝑥𝑖𝑖−𝑥̅𝑥) =

1
𝑠𝑠

1
𝑛𝑛
�𝑥𝑥𝑖𝑖 −

1
𝑛𝑛
�𝑥̅𝑥

=
1
𝑠𝑠
𝑥̅𝑥 − 𝑥̅𝑥

= 0

平均値の定義より ｛偏差の和はゼロ



Lecture 2   2変量データの整理 2変量の統計量

平均値 = ̅𝑧𝑧 = 0

定理 標準化された変数

標準偏差 = 𝑠𝑠𝑧𝑧 = 1

𝑧𝑧𝑖𝑖 =
𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥
𝑠𝑠 に対して

証明

𝑠𝑠𝑧𝑧2 =
1
𝑛𝑛
� 𝑧𝑧𝑖𝑖 − ̅𝑧𝑧 2 =

1
𝑛𝑛
�𝑧𝑧𝑖𝑖2 =

1
𝑛𝑛
�

𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 2

𝑠𝑠2
=

1
𝑠𝑠2

×
1
𝑛𝑛
� 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 2

=
1
𝑠𝑠2

× 𝑠𝑠2

= 1

分散の定義より



注目 標準化によって,  測定の内容
や測定単位が異なるデータの組を比較
できる.

身長 𝑥𝑥を cmで測定する

𝑥𝑥𝑖𝑖 の単位は cm

𝑥̅𝑥 =
1
𝑛𝑛
�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑠𝑠𝑥𝑥2 =
1
𝑛𝑛
�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 2

𝑠𝑠𝑥𝑥

𝑧𝑧𝑖𝑖 =
𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥

𝑠𝑠

の単位は cm

の単位は cm2

の単位は cm

標準化された変数 𝑧𝑧

cm cm

cm
は単位をもたない

標準化すれば, たとえば, 身長のデータと
体重のデータを比較することもできる

Lecture 2   2変量データの整理 2変量の統計量

変量の標準化（規準化）

平均値 = ̅𝑧𝑧 = 0

定理 標準化された変数

標準偏差 = 𝑠𝑠𝑧𝑧 = 1

𝑧𝑧𝑖𝑖 =
𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥
𝑠𝑠

に対して



共分散・相関係数の意味

𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥 > 0：概ね右上がりの傾向
𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥 < 0：概ね右下がりの傾向

𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
𝑛𝑛
� 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 𝑦𝑦𝑖𝑖 − �𝑦𝑦

共分散

𝑟𝑟𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑠𝑠𝑥𝑥𝑠𝑠𝑦𝑦

=
1
𝑛𝑛
�

𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥
𝑠𝑠𝑥𝑥

𝑦𝑦𝑖𝑖 − �𝑦𝑦
𝑠𝑠𝑦𝑦

相関係数

標準化された共分散といえる

Lecture 2   2変量データの整理 2変量の統計量

納得!



証明 � 𝑡𝑡 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 + 𝑦𝑦𝑖𝑖 − �𝑦𝑦 2 ≥ 0

𝑡𝑡2� 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 2 + 2𝑡𝑡� 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 𝑦𝑦𝑖𝑖 − �𝑦𝑦 +� 𝑦𝑦𝑖𝑖 − �𝑦𝑦 2 ≥ 0

𝑡𝑡2𝑠𝑠𝑥𝑥2 + 2𝑡𝑡𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑠𝑠𝑦𝑦2 ≥ 0

𝐷𝐷
4

= 𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥2 − 𝑠𝑠𝑥𝑥2𝑠𝑠𝑦𝑦2 ≤ 0

𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥2 ≤ 𝑠𝑠𝑥𝑥2𝑠𝑠𝑦𝑦2

定理（相関係数の基本性質）

−1 ≤ 𝑟𝑟𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑟𝑟𝑦𝑦𝑥𝑥 ≤ 1

Lecture 2   2変量データの整理 2変量の統計量

𝑟𝑟𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑠𝑠𝑥𝑥𝑠𝑠𝑦𝑦

すべての実数 𝑡𝑡 に対して

これがすべての実数 𝑡𝑡 に対して成り立つので,  判別式は

つまり, 

相関係数は なので 𝑟𝑟𝑥𝑥𝑥𝑥2 ≤ 1 が得られ,    証明が終わる.

両辺を 𝑛𝑛で割って, 



Lecture 2   2変量データの整理 2変量の統計量

正の相関,  負の相関,  無相関

𝑟𝑟𝑥𝑥𝑥𝑥 > 0：正の相関 𝑟𝑟𝑥𝑥𝑥𝑥 < 0：負の相関 𝑟𝑟𝑥𝑥𝑥𝑥 ≈ 0：無相関



0

Lecture 2   2変量データの整理 2変量の統計量

強い相関,  弱い相関

𝑟𝑟𝑥𝑥𝑥𝑥
1

弱い相関強い相関 無相関



Lecture 2   2変量データの整理 2変量の統計量

定理（共分散の公式）

証明

=
1
𝑛𝑛
�𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥

1
𝑛𝑛
�𝑦𝑦𝑖𝑖 − �𝑦𝑦

1
𝑛𝑛
�𝑥𝑥𝑖𝑖 +

1
𝑛𝑛
�𝑥̅𝑥�𝑦𝑦

共分散の定義より

𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥̅𝑥 �𝑦𝑦

𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
𝑛𝑛
� 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 𝑦𝑦𝑖𝑖 − �𝑦𝑦 =

1
𝑛𝑛
� 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑖𝑖 �𝑦𝑦 + 𝑥̅𝑥 �𝑦𝑦

=
1
𝑛𝑛
�𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 �𝑦𝑦 − �𝑦𝑦𝑥̅𝑥 + 𝑥̅𝑥 �𝑦𝑦

共分散は積の平均値から平均値の積を引く 𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥̅𝑥 𝑥̅𝑥 = 𝑥𝑥2 − 𝑥̅𝑥2 = 𝑠𝑠𝑥𝑥2

分散公式との関係

= 𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥̅𝑥 �𝑦𝑦



中間試験 (𝑥𝑥) 50 58 52 52 43 47 52 69 47 42 
期末試験 (𝑦𝑦) 68 83 74 80 63 55 60 67 65 55 

受講生10名の中間試験と期末試験の結果は次の通りであった. 中間試験と期末
試験の得点について相関はあるか？

例題 2.1

Lecture 2   2変量データの整理 例題



中間試験 (𝑥𝑥) 50 58 52 52 43 47 52 69 47 42 
期末試験 (𝑦𝑦) 68 83 74 80 63 55 60 67 65 55 

Lecture 2   2変量データの整理 例題解説

散布図

正の相関



統計量の計算 合計

中間試験 (𝑥𝑥) 50 58 52 52 43 47 52 69 47 42 512 

𝑥𝑥2 2500 3364 2704 2704 1849 2209 2704 4761 2209 1764 26768 

期末試験 (𝑦𝑦) 68 83 74 80 63 55 60 67 65 55 670 

𝑦𝑦2 4624 6889 5476 6400 3969 3025 3600 4489 4225 3025 45722 

𝑥𝑥𝑥𝑥 3400 4814 3848 4160 2709 2585 3120 4623 3055 2310 34624 

Lecture 2   2変量データの整理 例題解説

𝑥̅𝑥 =
1
𝑛𝑛
�𝑥𝑥𝑗𝑗 = 51.2

𝑥𝑥2 =
1
𝑛𝑛
�𝑥𝑥𝑗𝑗2 = 2676.8

𝑠𝑠𝑥𝑥2 = 𝑥𝑥2 − 𝑥̅𝑥2 = 55.36

𝑠𝑠𝑥𝑥 = 7.44

�𝑦𝑦 =
1
𝑛𝑛
�𝑦𝑦𝑗𝑗 = 67.0

𝑦𝑦2 =
1
𝑛𝑛
�𝑦𝑦𝑗𝑗2 = 4572.2

𝑠𝑠𝑦𝑦2 = 𝑦𝑦2 − �𝑦𝑦2 = 83.2

𝑠𝑠𝑦𝑦 = 9.12

𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
𝑛𝑛
�𝑥𝑥𝑗𝑗𝑦𝑦𝑗𝑗 = 3462.4

𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥̅𝑥 � �𝑦𝑦

𝑟𝑟𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑠𝑠𝑥𝑥𝑠𝑠𝑦𝑦

= 0.47

= 3462.4 − 51.2 × 67.0 = 32.0







回帰分析

データを最適な
1次関数で表現したい

Lecture 2   2変量データの整理 回帰分析

中間試験 (𝑥𝑥) 50 58 52 52 43 47 52 69 47 42 
期末試験 (𝑦𝑦) 68 83 74 80 63 55 60 67 65 55 

散布図



𝝐𝝐𝒊𝒊

最小２乗法
𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝑎𝑎𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑏𝑏 + 𝜖𝜖𝑖𝑖

偏差 𝝐𝝐𝒊𝒊

𝑄𝑄 = �𝜖𝜖𝑖𝑖2 = � 𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑎𝑎𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑏𝑏 2

偏差平方和

𝑥𝑥

𝑦𝑦

𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑦𝑦𝑖𝑖

【最小２乗法】偏差平方和を最小
にするように 𝑎𝑎, 𝑏𝑏を決める

 𝑄𝑄 = 𝑄𝑄(𝑎𝑎, 𝑏𝑏)は2次式なので、
最小化は初等的にできる

Lecture 2   2変量データの整理 回帰分析

𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑖𝑖



線形回帰モデル（回帰直線）
𝜕𝜕𝑄𝑄
𝜕𝜕𝑎𝑎

= 2𝑎𝑎𝑎𝑎 𝜎𝜎𝑥𝑥2 + 𝑥̅𝑥2 − 2𝑛𝑛 𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑥̅𝑥 �𝑦𝑦 + 2𝑏𝑏𝑏𝑏𝑥̅𝑥

𝜕𝜕𝑄𝑄
𝜕𝜕𝑏𝑏

= 2𝑏𝑏𝑏𝑏 − 2𝑛𝑛�𝑦𝑦 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥̅𝑥

𝑎𝑎0 =
𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑠𝑠𝑥𝑥2

=
𝑟𝑟𝑥𝑥𝑥𝑥𝑠𝑠𝑦𝑦
𝑠𝑠𝑥𝑥

𝑏𝑏0 = �𝑦𝑦 − 𝑎𝑎0𝑥̅𝑥

𝑟𝑟𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑠𝑠𝑥𝑥𝑠𝑠𝑦𝑦

（相関係数）

連立方程式

𝑥𝑥を説明変数, 𝑦𝑦を目的変数とする
線形回帰モデル（回帰直線）は

𝑦𝑦 − �𝑦𝑦
𝑠𝑠𝑦𝑦

= 𝑟𝑟𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑥𝑥 − 𝑥̅𝑥
𝑠𝑠𝑥𝑥

𝑦𝑦を説明変数, 𝑥𝑥を目的変数とする
線形回帰モデル（回帰直線）は

𝑥𝑥 − 𝑥̅𝑥
𝑠𝑠𝑥𝑥

= 𝑟𝑟𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑦𝑦 − �𝑦𝑦
𝑠𝑠𝑦𝑦

異
な
る

Lecture 2   2変量データの整理 回帰分析

定 理

注意

𝜕𝜕𝑄𝑄
𝜕𝜕𝑎𝑎 =

𝜕𝜕𝑄𝑄
𝜕𝜕𝑏𝑏

= 0 を解いて



中間試験 (𝑥𝑥) 50 58 52 52 43 47 52 69 47 42 
期末試験 (𝑦𝑦) 68 83 74 80 63 55 60 67 65 55 

受講生10名の中間試験と期末試験の結果から回帰直線を求めよ.例題 2.2

Lecture 2   2変量データの整理 例題



中間試験 (𝑥𝑥) 50 58 52 52 43 47 52 69 47 42 
期末試験 (𝑦𝑦) 68 83 74 80 63 55 60 67 65 55 

受講生10名の中間試験と期末試験の結果から回帰直線を求めよ.例題 2.2

Lecture 2   2変量データの整理 例題解説

𝑦𝑦 − �𝑦𝑦
𝑠𝑠𝑦𝑦

= 𝑟𝑟𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑥𝑥 − 𝑥̅𝑥
𝑠𝑠𝑥𝑥

𝑥̅𝑥 = 51.2 �𝑦𝑦 = 67.0

𝑠𝑠𝑥𝑥 = 7.44 𝑠𝑠𝑦𝑦 = 9.12 𝑟𝑟𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0.47

⟹ 𝑦𝑦 = 0.58𝑥𝑥 + 37.3

回帰直線（ ：説明変数）𝑥𝑥

𝑥𝑥 − 𝑥̅𝑥
𝑠𝑠𝑥𝑥

= 𝑟𝑟𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑦𝑦 − �𝑦𝑦
𝑠𝑠𝑦𝑦

回帰直線（ 𝑦𝑦：説明変数）

⟹ 𝑥𝑥 = 0.38𝑦𝑦 + 25.5



番号 選手名 身長 体重 年齢

1 ウィーラー 178 100 33 
2 オコエ瑠偉 185 90 22 
3 シャギワ 190 90 29 

4 フェルナンド 175 79 27 

┋ ┋ ┋ ┋ ┋

81 鈴木翔天 185 82 23 
82 和田恋 180 93 24 
83 澤野聖悠 184 85 17 

相関係数= 𝟎𝟎.𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔

身長と体重

Lecture 2   2変量データの整理 相関係数の例

身長, 体重, 年齢

（あるスポーツチームのデータ）



相関係数= −𝟎𝟎.𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏

年齢と身長

相関係数= −𝟎𝟎.𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎

年齢と体重

Lecture 2   2変量データの整理 相関係数の例

身長, 体重, 年齢



親の身長と子の身長 𝑥𝑥,𝑦𝑦

Mid-Heights of Parents 𝑥𝑥

H
ei

gh
ts

 o
f A

du
lt 

C
hi

ld
re

n 

below 64.5 65.5 66.5 67.5 68.5 69.5 70.5 71.5 72.5 above sum
above 5 3 2 4 14
73.2 3 4 3 2 2 3 17
72.2 1 4 4 11 4 9 7 1 41
71.2 2 11 18 20 7 4 2 64
70.2 5 4 19 21 25 14 10 1 99
69.2 1 2 7 13 38 48 33 18 5 2 167
68.2 1 7 14 28 34 20 12 3 1 120
67.2 2 5 11 17 38 31 27 3 4 138
66.2 2 5 11 17 36 25 17 1 3 117
65.2 1 1 7 2 15 16 4 1 1 48
64.2 4 4 5 5 14 11 16 59
63.2 2 4 9 3 5 7 1 1 32
62.2 1 3 3 7

below 1 1 1 1 1 5
sum 14 23 66 78 211 219 183 68 43 19 4 928

F. Galton（ゴルトン）
Regression towards mediocrity in 
hereditary stature,  Anthropological 
Miscellanea (1886)

回帰分析の始まり

Lecture 2   2変量データの整理 ゴルトンの例



Mid-height parents (𝑥𝑥)
Ad

ul
t C

hi
ld

re
n 

)

64.5 65.5 66.5 67.5 68.5 69.5 70.5 71.5 72.5 sum

73.2 3 4 3 2 2 14

72.2 1 4 4 11 4 9 7 40

71.2 2 11 18 20 7 4 2 64

70.2 5 4 19 21 25 14 10 1 99

69.2 2 7 13 38 48 33 18 5 2 166

68.2 7 14 28 34 20 12 3 1 119

67.2 5 11 17 38 31 27 3 4 136

66.2 5 11 17 36 25 17 1 3 115

65.2 1 7 2 15 16 4 1 1 47

64.2 4 5 5 14 11 16 55

63.2 4 9 3 5 7 1 1 30

62.2 1 3 3 7

sum 22 65 78 211 218 178 64 41 15 892

𝑦𝑦 = 0.58 𝑥𝑥 + 28.36

1 inch = 2.54 cm  を
用いてcm で表すと

例（１） 𝑥𝑥 = 175 → 𝑦𝑦 = 173.5 例（２） 𝑥𝑥 = 160 → 𝑦𝑦 = 164.8

𝑥̅𝑥 = 68.3
𝑠𝑠𝑥𝑥2 = 2.77
𝑠𝑠𝑥𝑥 = 1.67

�𝑦𝑦 = 68.1
𝑠𝑠𝑦𝑦2 = 5.62
𝑠𝑠𝑦𝑦 = 2.37

𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥 = 1.60
𝑟𝑟𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0.41

𝑦𝑦 = 0.58 𝑥𝑥 + 72

Lecture 2   2変量データの整理 ゴルトンの例

回帰直線（ 𝑥𝑥：説明変数）



Lecture 2
２変量データの整理

おわり



Lecture 3

確率の基本



Lecture 3    確率の基本 確率とは

 生起が決定論的に確定できない事象に対する確からしさの指標
 0 (= 0%) から 1 (=  100%) までの数値で表現

 数学的に厳密な理論として出発する.
 現代統計学の基礎になる.
 確率モデルとして, 自然科学・生命科学・社会科学など
あらゆる分野に波及している.

カルダーノ（16c）、フェルマ、パスカル、ベルヌーイ（17c）、ラプラス（18-19c）

コルモゴロフ（20c）の公理論的確率

A. N. Kolmogorov (1903-1987) 

確率とは

𝑃𝑃 𝐴𝐴 事象 𝐴𝐴の起こる確率（Probability）



Lecture 3    確率の基本 確率とは

 生起が決定論的に確定できない事象に対する確からしさの指標
 0 (= 0%) から 1 (=  100%) までの数値で表現

確率とは

𝑃𝑃 𝐴𝐴 事象 𝐴𝐴の起こる確率（Probability）

• 確率計算の原理

𝑃𝑃 𝐴𝐴 =
𝐴𝐴
Ω

問題の事象の大きさ

起こりうるすべての事象
を網羅したものの大きさ



𝐸𝐸 : 偶数の目の出る事象

• 根元事象を集めた集合

𝛺𝛺 ：全事象または標本空間

𝐴𝐴：事象
• 有限または無限個の根元事象から
なり, 確率を与える対象となる

• 標本空間の部分集合

𝑃𝑃 𝐴𝐴 ：事象 𝐴𝐴の起こる確率

事象 𝐴𝐴

標本空間 𝛺𝛺

A ：事象族
• 扱う事象を限定する（数学的理由）

𝛺𝛺, A ,𝑃𝑃確率空間

サイコロ振りの
標本空間

1

4 6

3 5

2

Lecture 3    確率の基本 確率空間

𝑃𝑃 𝐴𝐴 =
𝐴𝐴
Ω

𝑃𝑃 𝐸𝐸 =
3
6

計算の原理

各根元事象が
等確率で起こる



例 ダーツの確率モデル

5

Ω：半径 𝑅𝑅の円板

• 根元事象＝円板上の各点
• 標本空間 = 円板そのもの

𝐴𝐴： に命中する事象

• 確率 𝑃𝑃 𝐴𝐴

𝑃𝑃 𝐴𝐴 =
𝐴𝐴
Ω 面積比

前提：どの点にも偏りなく命中する

Lecture 3    確率の基本 確率空間



標本空間が有限または可算集合の場合

 確率 𝑃𝑃 𝐴𝐴 =
𝐴𝐴
𝛺𝛺

 根元事象に番号を付けることができる
𝛺𝛺 = 𝜔𝜔1,𝜔𝜔2,⋯ ,𝜔𝜔𝑛𝑛,⋯

𝑝𝑝𝑘𝑘 = 𝑃𝑃 𝜔𝜔𝑘𝑘 = 𝑃𝑃 𝜔𝜔𝑘𝑘

𝑃𝑃 𝐴𝐴 = �
𝑘𝑘:𝜔𝜔𝑘𝑘∈𝐴𝐴

𝑝𝑝𝑘𝑘

特に, 組合せ確率

• 𝛺𝛺が有限集合

• 𝑝𝑝𝑘𝑘 = 𝑃𝑃 𝜔𝜔𝑘𝑘 が一定
 各根元事象の確率を考えることができる

𝛺𝛺と 𝐴𝐴の要素の個数の比

2重かっこはうっとうしい

Lecture 3    確率の基本 確率空間



標本空間が連続無限集合の場合
 各根元事象に確率を与えることでは先に進めない

Ωから 𝑛𝑛 個の点 𝜔𝜔1,𝜔𝜔2,⋯ ,𝜔𝜔𝑛𝑛 を選ぶ
𝜔𝜔

Ω

𝐸𝐸𝑛𝑛 = 𝜔𝜔1,𝜔𝜔2,⋯ ,𝜔𝜔𝑛𝑛

𝑃𝑃 𝜔𝜔 = 𝑝𝑝（一定） 0 ≤ 𝑝𝑝 ≤ 1

点 𝜔𝜔1,𝜔𝜔2,⋯ ,𝜔𝜔𝑛𝑛 のいずれかが選ばれる事象

𝑃𝑃 𝐸𝐸𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑛𝑛

0 ≤ 𝑃𝑃 𝐸𝐸𝑛𝑛 ≤ 1 0 ≤ 𝑝𝑝 ≤
1
𝑛𝑛

𝑝𝑝 = 0

Lecture 3    確率の基本 確率空間

明らかに, 

𝑛𝑛は任意



𝑃𝑃 𝐴𝐴 =
𝐴𝐴
Ω

円板からランダムに1点選ぶ
Ω

𝐴𝐴
事象 𝐴𝐴： から点が選ばれること

Ωと 𝐴𝐴の面積比

どの点にも偏りなくランダムに選ばれるこをモデル化

 面積が同じならば、形や位置によらない
 面積が2倍になれば, 確率も2倍になる

幾何学的確率：面積比以外に, 長さの比や体積比も使える

Lecture 3    確率の基本 確率空間



𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵

𝐴𝐴 𝐵𝐵

和事象
𝑆𝑆

𝐴𝐴 𝐵𝐵

𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵積事象

𝑆𝑆

𝐴𝐴

𝐴𝐴𝑐𝑐または 𝐴̅𝐴余事象

𝐴𝐴𝑐𝑐
𝑆𝑆

∅ : 空事象（起こりえない）

𝑃𝑃 ∅ = 0

𝑆𝑆 : 全事象（必ず起こる事象）

𝑃𝑃 𝑆𝑆 = 1

排反な事象 𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 = ∅
𝑆𝑆

𝐴𝐴 𝐵𝐵

Lecture 3    確率の基本 事象の演算



確率の公理

(3)  𝐴𝐴1,𝐴𝐴2,⋯ ,𝐴𝐴𝑛𝑛,⋯が互いに排反であれば,

(0) 事象族A は可算加法族をなす.

(1)  0 ≤ 𝑃𝑃 𝐴𝐴 ≤ 1

(2)  𝑃𝑃 ∅ = 0, 𝑃𝑃 Ω = 1

𝑃𝑃 �
𝑛𝑛=1

∞

𝐴𝐴𝑛𝑛 = �
𝑛𝑛=1

∞

𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑛𝑛

裏に高度な数学あり

Lecture 3    確率の基本 確率の公理

Ω

𝐴𝐴 𝐵𝐵

𝐴𝐴と 𝐵𝐵 が排反 ならば,
𝑃𝑃 𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵 = 𝑃𝑃 𝐴𝐴 + 𝑃𝑃 𝐵𝐵

(𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 = ∅)(3’) 

事象の無限列を扱う
裏に高度な数学あり

事象の有限列はカバーされるが
無限列を扱えない

A. N. Kolmogorov (1903-1987) 



𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐴𝐴 𝐴𝐴𝑐𝑐

定理 (1) 事象 𝐴𝐴,𝐵𝐵があるとき， 𝐴𝐴または 𝐵𝐵 の事象の起こる確率について

𝑃𝑃(𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵) = 𝑃𝑃(𝐴𝐴) + 𝑃𝑃 (𝐵𝐵 ) − 𝑃𝑃 (𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵)

(2) 事象 𝐴𝐴の余事象が起こる確率について

𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑐𝑐 = 1 − 𝑃𝑃(𝐴𝐴)

𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵

Lecture 3    確率の基本 確率の演算

ポイント：
公理だけを用いて証明する



２つのサイコロを投げ, 出た目の差を 𝐷𝐷とする.
𝐷𝐷が 0, 1, 2, 3, 4, 5の場合についてその確率を求めよ.

例題 3.1

Lecture 3    確率の基本 例題 3.1



考え方

 記号を準備する

サイコロの目は 6 通りの出方がある.
したがって, ２つのサイコロでは 36 通りの出方がある

 起こりうるすべての場合を考える

２つのサイコロの目を 𝑋𝑋 ,𝑌𝑌とする.  試行の結果は (𝑋𝑋,𝑌𝑌)となる. 

したがって, その差は 𝐷𝐷 = |𝑋𝑋 − 𝑌𝑌|となる.

 起こりうるそれぞれの場合の確率を考える

２つのサイコロを投げ, 出た目の差を 𝐷𝐷とする.
𝐷𝐷が 0, 1, 2, 3, 4, 5の場合についてその確率を求めよ.

例題 3.1

Lecture 3    確率の基本 例題 3.1



 起こりうるすべての場合を考える

Y
X 1 2 3 4 5 6

1 (1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)

2 (2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)

3 (3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5) (3,6)

4 (4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) (4,6)

5 (5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6)

6 (6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

根元事象

Lecture 3    確率の基本 例題 3.1

2つのサイコロの出目をそれぞれ 𝑋𝑋,𝑌𝑌 とする

確率の決め方
公平なサイコロの
各根元事象は等確率



Y
X 1 2 3 4 5 6

1 (1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)

2 (2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)

3 (3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5) (3,6)

4 (4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) (4,6)

5 (5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6)

6 (6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

2つのサイコロの出目をそれぞれ 𝑋𝑋,𝑌𝑌 とする
𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 2,𝑌𝑌 = 4 =

1
36

記号の使い方

𝑃𝑃 𝑋𝑋,𝑌𝑌 = 2,4 =
1

36

𝑃𝑃 𝑋𝑋 + 𝑌𝑌 = 10 =
3

36
=

1
12

各根元事象は等確率

 起こりうるすべての場合を考える

Lecture 3    確率の基本 例題 3.1



Y
X 1 2 3 4 5 6

1 (1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)

2 (2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)

3 (3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5) (3,6)

4 (4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) (4,6)

5 (5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6)

6 (6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

2つのサイコロの出目をそれぞれ 𝑋𝑋,𝑌𝑌 とする

 起こりうるすべての場合を考える

Lecture 3    確率の基本 例題 3.1

𝐷𝐷 = |𝑋𝑋 − 𝑌𝑌|

• 2個のサイコロの目の差

• 𝐷𝐷の取りうる値は
0, 1, 2, 3, 4, 5

𝑃𝑃 𝐷𝐷 = 0 =
6

36



Y
X 1 2 3 4 5 6

1 (1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)

2 (2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)

3 (3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5) (3,6)

4 (4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) (4,6)

5 (5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6)

6 (6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

2つのサイコロの出目をそれぞれ 𝑋𝑋,𝑌𝑌 とする

𝐷𝐷 = |𝑋𝑋 − 𝑌𝑌|

サイコロの目の差

𝑑𝑑 0 1 2 3 4 5

𝑃𝑃 𝐷𝐷 = 𝑑𝑑 6
36

10
36

8
36

6
36

4
36

2
36

この表を 𝐷𝐷 の確率分布という

 起こりうるすべての場合を考える

Lecture 3    確率の基本 例題 3.1



𝑃𝑃 𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 =
1

36
𝑃𝑃 𝐴𝐴 𝑃𝑃(𝐵𝐵) =

1
6

×
1
6

ゆえに 𝑃𝑃 𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 = 𝑃𝑃 𝐴𝐴 𝑃𝑃(𝐵𝐵)が成り立ち, 𝐴𝐴と 𝐵𝐵は独立.

サイコロを２回投げる. 
𝑋𝑋：１回目に出る目,   𝑌𝑌：２回目の出る目

２つの事象 𝐴𝐴 = 𝑋𝑋 = 2 と 𝐵𝐵 = 𝑌𝑌 = 5 は独立である

例

事象 𝐴𝐴,𝐵𝐵が独立であるとは,事象 𝐴𝐴,𝐵𝐵について

𝑃𝑃 𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 = 𝑃𝑃 𝐴𝐴 𝑃𝑃(𝐵𝐵)

が成り立つことをいう．独立でないとき従属であるという．

定義

Lecture 3    確率の基本 独立性

独立性



52 枚のトランプから 1 枚をランダムに抜き取るとき,  そのカードの
スートを 𝑋𝑋, 数字を 𝑌𝑌とする.  𝑋𝑋と 𝑌𝑌は独立である.

例題 3.2

Lecture 3    確率の基本 例題 3.3



52 枚のトランプから 1 枚をランダムに抜き取るとき,  そのカードの
スートを 𝑋𝑋, 数字を 𝑌𝑌とする.  𝑋𝑋と 𝑌𝑌は独立である.

考え方

（２）記号を用いて適切に表示する

（１）起こりうるすべての場合を考える

（３）起こりうるそれぞれの場合の確率を考える

52枚のカードのうちの１枚なので 52 通りの起こり方がある

例題 3.2

Lecture 3    確率の基本 例題 3.3



起こりうるすべての場合を書き下す

52 枚のトランプから 1 枚をランダムに抜き取るとき,  そのカードの
スートを 𝑋𝑋, 数字を 𝑌𝑌とする.  𝑋𝑋と 𝑌𝑌は独立である.

例題 3.2

Lecture 3    確率の基本 例題 3.3

𝒀𝒀
𝑿𝑿 1 2 11 12 13

1 ♥
A

♥
2 ・・・ ♥

J
♥
Q

♥
K

2 ♠
A

♠
2 ・・・ ♠

J
♠
Q

♠
K

3 ♦
A

♦
2 ・・・ ♦

J
♦
Q

♦
K

4 ♣
A

♣
2 ・・・ ♣

J
♣
Q

♣
K

𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 2,𝑌𝑌 = 12 =
1

52

♠
Q を引く確率

𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 2 =
13
52

=
1
4

𝑃𝑃 𝑌𝑌 = 12 =
4

52
=

1
13

ゆえに,

一方, 

𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 2,𝑌𝑌 = 12 = 𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 2 𝑃𝑃 𝑌𝑌 = 12

事象 𝑋𝑋 = 2 と 𝑌𝑌 = 12 は独立である



起こりうるすべての場合を書き下す

52 枚のトランプから 1 枚をランダムに抜き取るとき,  そのカードの
スートを 𝑋𝑋, 数字を 𝑌𝑌とする.  𝑋𝑋と 𝑌𝑌は独立である.

例題 3.2

Lecture 3    確率の基本 例題 3.3

𝒀𝒀
𝑿𝑿 1 2 11 12 13

1 ♥
A

♥
2 ・・・ ♥

J
♥
Q

♥
K

2 ♠
A

♠
2 ・・・ ♠

J
♠
Q

♠
K

3 ♦
A

♦
2 ・・・ ♦

J
♦
Q

♦
K

4 ♣
A

♣
2 ・・・ ♣

J
♣
Q

♣
K

𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝒂𝒂 ,𝑌𝑌 = b =
1

52

𝒂𝒂
𝒃𝒃 を引く確率

𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝒂𝒂 =
13
52

=
1
4

𝑃𝑃 𝑌𝑌 = 𝒃𝒃 =
4

52
=

1
13

ゆえに,

一方, 

𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝒂𝒂,𝑌𝑌 = 𝒃𝒃 = 𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝒂𝒂 𝑃𝑃 𝑌𝑌 = 𝒃𝒃

確率変数 𝑋𝑋,𝑌𝑌は独立である



条件付き確率

𝐴𝐴の下での 𝐵𝐵 の条件付確率

𝑃𝑃 𝐵𝐵|𝐴𝐴 =
𝑃𝑃 𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵
𝑃𝑃 𝐴𝐴

ただし, 𝑃𝑃 𝐴𝐴 > 0

𝐴𝐴,𝐵𝐵 : 事象

𝐴𝐴 𝐵𝐵

2 つの事象 𝐴𝐴,𝐵𝐵が同時に起こる確率
𝑃𝑃 (𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵)は,条件付き確率を使って, 

次のように表される.

𝑃𝑃 𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 = 𝑃𝑃 𝐴𝐴 𝑃𝑃 𝐵𝐵 𝐴𝐴 = 𝑃𝑃 𝐵𝐵 𝑃𝑃(𝐴𝐴|𝐵𝐵)

乗法定理

Lecture 3    確率の基本 条件付確率

𝑃𝑃 𝐵𝐵|𝐴𝐴 は事象 𝐴𝐴が起こったことを
知った上で,  事象 𝐵𝐵の起こる確率

解釈



袋の中に球が 6 個が入っていて, それぞれに 1, 2, 3, 4, 5, 6 の
数字が書いてあるとする. 袋の中から 2 回続けて1個の球を取
り出す. 球の数字が順に 𝑖𝑖, 𝑗𝑗 (𝑖𝑖, 𝑗𝑗 = 1, … , 6)となる確率を求めよ.

例題 3.3

(1)【復元抽出】 1 回目に取り出した球を袋に戻し, よくかき
まぜて, 改めて袋の中から球を 1 個取り出す.

(2)【非復元抽出】 1 回目に取り出した球をもとに戻さず，
続けて球を取り出す.

Lecture 3    確率の基本 例題 3.3

1
4

2
6

3

5



袋の中に球が 6 個が入っていて, それぞれに 1, 2, 3, 4, 5, 6 の
数字が書いてあるとする. 袋の中から 2 回続けて1個の球を取
り出す. 球の数字が順に 𝑖𝑖, 𝑗𝑗 (𝑖𝑖, 𝑗𝑗 = 1, … , 6)となる確率を求めよ.

例題 3.3

𝐴𝐴𝑖𝑖 ： 1 回目の球の数字が 𝑖𝑖 となる事象

(1)【復元抽出】 1 回目に取り出した球を袋に戻し, よくかき
まぜて, 改めて袋の中から球を 1 個取り出す.

(2)【非復元抽出】 1 回目に取り出した球をもとに戻さず，
続けて球を取り出す.

記号の準備

𝐵𝐵𝑗𝑗 ：２回目の球の数字が 𝑗𝑗 となる事象
求める確率 = 𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖 ∩ 𝐵𝐵𝑗𝑗

Lecture 3    確率の基本 例題 3.3

1
4

2
6

3

5



1
4

2
6

3

5

6個の球は等確率で選ばれるから 𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖 =
1
6

２回目の試行では,  袋の中や取り出し方は1 回目
と同じである. したがって,

𝑃𝑃 𝐵𝐵𝑗𝑗 =
1
6

1回目と２回目の試行は独立であるから

𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖 ∩ 𝐵𝐵𝑗𝑗 = 𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖 𝑃𝑃 𝐵𝐵𝑗𝑗 =
1

36

別解

𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖 ∩ 𝐵𝐵𝑗𝑗 = 𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖 𝑃𝑃 𝐵𝐵𝑗𝑗|𝐴𝐴𝑖𝑖 = 𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖 𝑃𝑃 𝐵𝐵𝑗𝑗 =
1

36

１回目が２回目に影響しないので 𝑃𝑃 𝐵𝐵𝑗𝑗 = 𝑃𝑃 𝐵𝐵𝑗𝑗|𝐴𝐴𝑖𝑖
乗法定理によって

（１)【復元抽出】

Lecture 3    確率の基本 例題 3.3



𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖 ∩ 𝐵𝐵𝑗𝑗 = 𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖 𝑃𝑃 𝐵𝐵𝑗𝑗|𝐴𝐴𝑖𝑖乗法定理によって

𝑃𝑃 𝐵𝐵𝑗𝑗|𝐴𝐴𝑖𝑖 =

0, 𝑖𝑖 = 𝑗𝑗

1
5

, 𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗

題意から

𝑖𝑖 = 𝑗𝑗のとき, 

𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖 ∩ 𝐵𝐵𝑗𝑗 = 𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖 𝑃𝑃 𝐵𝐵𝑗𝑗|𝐴𝐴𝑖𝑖 = 0

𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗のとき, 

𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖 ∩ 𝐵𝐵𝑗𝑗 = 𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖 𝑃𝑃 𝐵𝐵𝑗𝑗|𝐴𝐴𝑖𝑖 =
1
6

×
1
5

=
1

30

注意 𝐴𝐴𝑖𝑖と 𝐵𝐵𝑗𝑗は独立ではない. なぜなら であるから（確認せよ）𝑃𝑃(𝐵𝐵𝑗𝑗) =
1
6

1
4

2
6

3

5

（２)【非復元抽出】

Lecture 3    確率の基本 例題 3.3



全事象 𝑆𝑆 の層別 (stratification) 

𝐴𝐴1 ∪ 𝐴𝐴2 ∪ ⋯ ∪ 𝐴𝐴𝑛𝑛 = 𝑆𝑆

𝑃𝑃(𝐴𝐴1) + 𝑃𝑃 𝐴𝐴2 + ⋯+ 𝑃𝑃(𝐴𝐴𝑛𝑛) = 1

全人口を「10 代以下, 20 代, ...,  60 代, 70 代以上」と年代別に考える.例

Lecture 3    確率の基本 ベイズの定理

ベイズの定理



全事象が 𝐴𝐴𝑖𝑖 (𝑖𝑖 = 1,⋯ ,𝑛𝑛 )に層別されているとき, 事象 𝐵𝐵の
確率 𝑃𝑃(𝐵𝐵)は, 𝐴𝐴𝑖𝑖の事前確率 𝑃𝑃(𝐴𝐴𝑖𝑖)と条件付き確率 𝑃𝑃 𝐵𝐵 𝐴𝐴𝑖𝑖
を使って表される.

全確率の公式

𝑃𝑃 𝐵𝐵 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖 𝑃𝑃 𝐵𝐵 𝐴𝐴𝑖𝑖

∴ 𝑃𝑃(𝐵𝐵) = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑃𝑃(𝐴𝐴𝑖𝑖 ∩ 𝐵𝐵)

一方, 𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖 ∩ 𝐵𝐵 = 𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖 𝑃𝑃 𝐵𝐵 𝐴𝐴𝑖𝑖 なので, 

𝐵𝐵 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝐴𝐴𝑖𝑖 ∩ 𝐵𝐵 （互いに排反）

𝑨𝑨𝒊𝒊 ∩ 𝑩𝑩

𝑃𝑃 𝐵𝐵 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖 𝑃𝑃 𝐵𝐵 𝐴𝐴𝑖𝑖

Lecture 3    確率の基本 ベイズの定理

証明



ベイズの定理 全事象が 𝐴𝐴𝑖𝑖 (𝑖𝑖 = 1,⋯ ,𝑛𝑛 )に層別されているとき,   事象 𝐵𝐵が起こっ
たときの各層の条件付き確率 𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖|𝐵𝐵 を事後確率といい, 事前確率
𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖 と条件付き確率 𝑃𝑃 𝐵𝐵 𝐴𝐴𝑖𝑖 を使って表される. 

𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖|𝐵𝐵 =
𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖 𝑃𝑃 𝐵𝐵 𝐴𝐴𝑖𝑖

𝑃𝑃 𝐴𝐴1 𝑃𝑃 𝐵𝐵 𝐴𝐴1 + 𝑃𝑃 𝐴𝐴2 𝑃𝑃 𝐵𝐵 𝐴𝐴2 ＋⋯+ 𝑃𝑃(𝐴𝐴𝑛𝑛)𝑃𝑃(𝐵𝐵|𝐴𝐴𝑛𝑛)

分子 = 𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖 ∩ 𝐵𝐵 = 𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖 𝑃𝑃(𝐵𝐵|𝐴𝐴𝑖𝑖)

𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖 𝐵𝐵 =
𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖 ∩ 𝐵𝐵
𝑃𝑃 𝐵𝐵

分母 = 𝑃𝑃 𝐵𝐵 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖 𝑃𝑃 𝐵𝐵 𝐴𝐴𝑖𝑖

これは全確率の公式

Lecture 3    確率の基本 ベイズの定理

証明 定義から



𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖|𝐵𝐵 =
𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖 𝑃𝑃 𝐵𝐵 𝐴𝐴𝑖𝑖

𝑃𝑃 𝐴𝐴1 𝑃𝑃 𝐵𝐵 𝐴𝐴1 + 𝑃𝑃 𝐴𝐴2 𝑃𝑃 𝐵𝐵 𝐴𝐴2 ＋⋯+ 𝑃𝑃(𝐴𝐴𝑛𝑛)𝑃𝑃(𝐵𝐵|𝐴𝐴𝑛𝑛)

原因 結果

𝐵𝐵 : 講義に遅刻した
𝑃𝑃 𝐵𝐵 𝐴𝐴𝑖𝑖

𝐴𝐴1：バスが遅れた

𝐴𝐴𝑖𝑖：雪が降ってきた

𝐴𝐴𝑛𝑛：時間を間違えた

⋮

⋮

Lecture 3    確率の基本 ベイズの定理

ベイズの公式＝結果から原因を知る公式



（１）陽性反応が出れば感染しているか？
（２）陰性反応なら非感染か？

• 病気 A の感染者は 500 人に 2 人の割合であるという.
• 検査 B は, 感染者の 95% に陽性反応を示すが,
非感染者の 2% にも陽性反応が出てしまう.

例題 3.4 （擬陽性の問題）

Lecture 3    確率の基本 例題 3.4



（１）陽性反応なら感染か？ （２）陰性反応なら非感染か？

=
𝑃𝑃 𝐴𝐴 𝑃𝑃 𝐵𝐵|𝐴𝐴

𝑃𝑃 𝐴𝐴 𝑃𝑃 𝐵𝐵|𝐴𝐴 + 𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑐𝑐 𝑃𝑃 𝐵𝐵|𝐴𝐴𝑐𝑐

=
2

500 × 0.95
2

500 × 0.95 + 498
500 × 0.02

=
1.9

1.9 + 9.96 = 0.160

𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑐𝑐|𝐵𝐵𝑐𝑐

=
488.04

488.04 + 0.1 = 0.999795

=
𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑐𝑐 𝑃𝑃 𝐵𝐵𝑐𝑐|𝐴𝐴𝑐𝑐

𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑐𝑐 𝑃𝑃 𝐵𝐵𝑐𝑐|𝐴𝐴𝑐𝑐 + 𝑃𝑃 𝐴𝐴 𝑃𝑃 𝐵𝐵𝑐𝑐|𝐴𝐴

=
498
500 × 0.98

498
500 × 0.98 + 2

500 × 0.05

𝑃𝑃 𝐴𝐴|𝐵𝐵

𝑃𝑃 𝐴𝐴 =
2

500

𝑃𝑃 𝐵𝐵|𝐴𝐴 = 0.95

𝑃𝑃 𝐵𝐵|𝐴𝐴𝑐𝑐 = 0.02

感染 非感染
𝐴𝐴 𝐴𝐴𝑐𝑐

𝐵𝐵 陽性

Lecture 3    確率の基本 例題 3.4



Lecture 3
確率の基本

おわり



Lecture 4

離散型確率分布



（注意）確率変数 𝑋𝑋 は特定の数を表すのではない.
その取りうる個別の値を 𝑋𝑋 の実現値という.

Discrete random variables (離散型確率変数)
(1) コインを3回投げるとき表の出る回数.
(2) 授業開始時の出席者数.

Continuous random variables (連続型確率変数)
(1) 円の内部から1点をランダムに選んだとき, 

その点と中心との距離.
(2) 新生児の体重.

現象
調査対象

観
測

観測値 𝑥𝑥

数える

測る/量る

確率変数(random variable)とは？

2

Lecture 4   離散型確率分布 確率変数

変数：ある範囲の値を代表する. 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧, 𝑡𝑡,…

確率変数：確率を伴ってある範囲の値をとる. 𝑋𝑋,𝑌𝑌,𝑍𝑍,𝑇𝑇,…

確率変数として扱う



Lecture 4   離散型確率分布 確率変数の分布

離散型確率変数の分布(distribution)

取りうる値 𝑎𝑎1,𝑎𝑎2, … ,𝑎𝑎𝑖𝑖 , …

その確率 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2, … ,𝑝𝑝𝑖𝑖 , …
数式による表記
𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑎𝑎𝑖𝑖 = 𝑝𝑝𝑖𝑖

𝑥𝑥 𝑎𝑎1 ⋯ 𝑎𝑎𝑖𝑖 ⋯ 合計
𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 𝑥𝑥) 𝑝𝑝1 ⋯ 𝑝𝑝𝑖𝑖 ⋯ 1

�𝑝𝑝𝑖𝑖 = 1

𝑝𝑝𝑖𝑖 ≥ 0

基本的な性質

(1)

(2)



離散型確率変数の平均値と分散

4

離散型確率変数 𝑋𝑋 の確率分布

𝑥𝑥 𝑎𝑎1 ⋯ 𝑎𝑎𝑖𝑖 ⋯ 合計

𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 𝑥𝑥) 𝑝𝑝1 ⋯ 𝑝𝑝𝑖𝑖 ⋯ 1

平均値 𝐄𝐄 𝑋𝑋 = 𝑚𝑚𝑋𝑋 = �𝑎𝑎𝑖𝑖𝑝𝑝𝑖𝑖 = �𝑎𝑎𝑖𝑖𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑎𝑎𝑖𝑖

分散 𝐕𝐕 𝑋𝑋 = 𝜎𝜎𝑋𝑋2 = � 𝑎𝑎𝑖𝑖 −𝑚𝑚𝑋𝑋
2𝑝𝑝𝑖𝑖 = �𝑎𝑎𝑖𝑖2𝑝𝑝𝑖𝑖 − 𝑚𝑚𝑋𝑋

2

= 𝐄𝐄 𝑋𝑋 −𝑚𝑚𝑋𝑋
2 = 𝐄𝐄 𝑋𝑋2 − 𝐄𝐄 𝑋𝑋 2

Lecture 4   離散型確率分布 確率変数の分布

重心

【分散公式】



Lecture 4   離散型確率分布 確率変数

𝑥𝑥 1 2 3 4 5 6 合計

𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥 1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1

5

サイコロを１回振って, 出た目を 𝑋𝑋 は {1,2,3,4,5,6} の範囲を動く
確率変数である.  𝑋𝑋 の確率分布, 平均値, 分散を求めよ.

𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑘𝑘 =
1
6

, 𝑘𝑘 = 1,2,⋯ , 6

確率分布

例題 4.1

平均値

𝐄𝐄 𝑋𝑋 = 𝑚𝑚𝑋𝑋 = �𝑎𝑎𝑖𝑖𝑝𝑝𝑖𝑖 = �
𝑘𝑘=1

6

𝑘𝑘
1
6

=
7
2

分散

𝐕𝐕 𝑋𝑋 = 𝐄𝐄 𝑋𝑋2 − 𝐄𝐄 𝑋𝑋 2 =
91
6
−

7
2

2

=
35
12

𝐄𝐄 𝑋𝑋2 = �𝑎𝑎𝑖𝑖2𝑝𝑝𝑖𝑖 = �
𝑘𝑘=1

6

𝑘𝑘2
1
6

=
91
6

【分散公式】



名前の付いた重要な離散分布

6

 ベルヌイ分布 二項母集団の分布
 二項分布 ベルヌイ試行列における成功回数の分布
 幾何分布 ベルヌイ試行列における成功までの待ち時間
 ポアソン分布 二項分布の極限（少数の法則）

教科書等で見ておく

Lecture 4   離散型確率分布



2 値確率変数＝ベルヌイ型確率変数

𝑍𝑍 = � 1 （確率 𝑝𝑝で）
0 （確率 1 − 𝑝𝑝で）

𝑥𝑥 0 1 計
𝑃𝑃(𝑍𝑍 = 𝑥𝑥) 1 − 𝑝𝑝 𝑝𝑝 1

𝑃𝑃 𝑍𝑍 = 0 = 1 − 𝑝𝑝

𝑃𝑃 𝑍𝑍 = 1 = 𝑝𝑝

数式だけで書くなら

Lecture 4   離散型確率分布 ベルヌイ分布

平均値 𝐄𝐄 𝑍𝑍 = 0 × 1 − 𝑝𝑝 + 1 × 𝑝𝑝 = 𝑝𝑝

分散 𝐕𝐕 𝑍𝑍 = 𝐄𝐄 𝑍𝑍2 − 𝐄𝐄 𝑍𝑍 2 = 𝑝𝑝 − 𝑝𝑝2 = 𝑝𝑝 1 − 𝑝𝑝

𝐄𝐄[𝑍𝑍2]= 02 × 1 − 𝑝𝑝 + 12 × 𝑝𝑝 = 𝑝𝑝

ベルヌイ分布 𝐵𝐵(1,𝑝𝑝)

𝑚𝑚 = 𝑝𝑝

𝜎𝜎2 = 𝑝𝑝 1 − 𝑝𝑝

平均値
分散



Lecture 4   離散型確率分布 二項分布

二項分布 𝐵𝐵(𝑛𝑛,𝑝𝑝)

𝑋𝑋 ∶ 表の出る確率 𝑝𝑝 のコインを 𝑛𝑛 回投げたときの表の回数

：〇（表）が 𝑘𝑘回,   ×（裏）が 𝑛𝑛 − 𝑘𝑘回の確率

〇×・・・〇×・・・×〇×その一例
𝑝𝑝 𝑞𝑞 ⋯ 𝑝𝑝 𝑞𝑞 ⋯ 𝑞𝑞 𝑝𝑝 𝑞𝑞 = 𝑝𝑝𝑘𝑘𝑞𝑞𝑛𝑛−𝑘𝑘その確率 （ただし, 𝑞𝑞 = 1 − 𝑝𝑝）

したがって,

𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑘𝑘 =
𝑛𝑛!

𝑘𝑘! (𝑛𝑛 − 𝑘𝑘)!
𝑝𝑝𝑘𝑘 1 − 𝑝𝑝 𝑛𝑛−𝑘𝑘 = 𝑛𝑛

𝑘𝑘 𝑝𝑝𝑘𝑘 1 − 𝑝𝑝 𝑛𝑛−𝑘𝑘

二項係数

確率分布の計算

𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑘𝑘



二項分布の具体例

𝑚𝑚 = 4

𝜎𝜎2 = 2.4

𝐵𝐵(10,0.4)

𝑚𝑚 = 5

𝜎𝜎2 = 2.5

𝐵𝐵(10,0.5)

𝑚𝑚 = 6.5

𝜎𝜎2 = 2.275

𝐵𝐵(10,0.65)

Lecture 4   離散型確率分布 二項分布



𝑚𝑚 = 40,   𝜎𝜎2 = 24𝐵𝐵(100,0.4)

二項分布の具体例

Lecture 4   離散型確率分布 二項分布



𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑘𝑘 = 𝑛𝑛
𝑘𝑘 𝑝𝑝𝑘𝑘 1 − 𝑝𝑝 𝑛𝑛−𝑘𝑘

𝐄𝐄 𝑋𝑋 = �
𝑘𝑘=0

𝑛𝑛

𝑘𝑘
𝑛𝑛
𝑘𝑘
𝑝𝑝𝑘𝑘 1 − 𝑝𝑝 𝑛𝑛−𝑘𝑘

𝐕𝐕 𝑋𝑋 = 𝐄𝐄 𝑋𝑋2 − 𝑬𝑬 𝑋𝑋 2

𝐄𝐄 𝑋𝑋2 = �
𝑘𝑘=0

𝑛𝑛

𝑘𝑘2
𝑛𝑛
𝑘𝑘
𝑝𝑝𝑘𝑘 1 − 𝑝𝑝 𝑛𝑛−𝑘𝑘

Lecture 4   離散型確率分布 二項分布

二項分布 𝐵𝐵(𝑛𝑛,𝑝𝑝)

𝑚𝑚 = 𝑛𝑛𝑛𝑛

𝜎𝜎2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛 1 − 𝑝𝑝

平均値

分散

𝑋𝑋 ~ 𝐵𝐵 𝑛𝑛,𝑝𝑝

=
𝑛𝑛!

𝑘𝑘! 𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 !
𝑝𝑝𝑘𝑘 1 − 𝑝𝑝 𝑛𝑛−𝑘𝑘

𝐄𝐄 𝑋𝑋 𝑋𝑋 − 1 = �
𝑘𝑘=0

𝑛𝑛

𝑘𝑘 𝑘𝑘 − 1
𝑛𝑛
𝑘𝑘
𝑝𝑝𝑘𝑘 1 − 𝑝𝑝 𝑛𝑛−𝑘𝑘

※ 𝐸𝐸 𝑋𝑋2 のかわりに

を計算する方が簡単



Lecture 4   離散型確率分布 二項分布

和の計算

�
𝑘𝑘=0

𝑛𝑛

𝑘𝑘
𝑛𝑛
𝑘𝑘
𝑝𝑝𝑘𝑘 1 − 𝑝𝑝 𝑛𝑛−𝑘𝑘

= �
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑘𝑘
𝑛𝑛!

𝑘𝑘! 𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 !
𝑝𝑝𝑘𝑘 1 − 𝑝𝑝 𝑛𝑛−𝑘𝑘

= �
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛
𝑛𝑛!

𝑘𝑘 − 1 ! 𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 !
𝑝𝑝𝑘𝑘 1 − 𝑝𝑝 𝑛𝑛−𝑘𝑘

= 𝑛𝑛�
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛
𝑛𝑛 − 1 !

𝑘𝑘 − 1 ! 𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 !
𝑝𝑝𝑘𝑘 1 − 𝑝𝑝 𝑛𝑛−𝑘𝑘

= 𝑛𝑛�
𝑘𝑘=0

𝑛𝑛−1
𝑛𝑛 − 1 !

𝑘𝑘! 𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 + 1 !
𝑝𝑝𝑘𝑘+1 1 − 𝑝𝑝 𝑛𝑛− 𝑘𝑘+1

= 𝑛𝑛𝑛𝑛�
𝑘𝑘=0

𝑛𝑛−1
𝑛𝑛 − 1 !

𝑘𝑘! 𝑛𝑛 − 1 − 𝑘𝑘 !
𝑝𝑝𝑘𝑘 1 − 𝑝𝑝 𝑛𝑛−1−𝑘𝑘

= 𝑛𝑛𝑛𝑛�
𝑘𝑘=0

𝑛𝑛−1
𝑛𝑛 − 1
𝑘𝑘

𝑝𝑝𝑘𝑘 1 − 𝑝𝑝 𝑛𝑛−1−𝑘𝑘

= 𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑝𝑝 + 1 − 𝑝𝑝 𝑛𝑛−1

= 𝑛𝑛𝑛𝑛



Lecture 4   離散型確率分布 二項分布

和の計算
�
𝑘𝑘=0

𝑛𝑛

𝑘𝑘 𝑘𝑘 − 1
𝑛𝑛
𝑘𝑘
𝑝𝑝𝑘𝑘 1 − 𝑝𝑝 𝑛𝑛−𝑘𝑘 = �

𝑘𝑘=2

𝑛𝑛

𝑘𝑘 𝑘𝑘 − 1
𝑛𝑛!

𝑘𝑘! 𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 !
𝑝𝑝𝑘𝑘 1 − 𝑝𝑝 𝑛𝑛−𝑘𝑘

= �
𝑘𝑘=2

𝑛𝑛
𝑛𝑛!

𝑘𝑘 − 2 ! 𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 !
𝑝𝑝𝑘𝑘 1 − 𝑝𝑝 𝑛𝑛−𝑘𝑘 = 𝑛𝑛 𝑛𝑛 − 1 �

𝑘𝑘=2

𝑛𝑛
𝑛𝑛 − 2 !

𝑘𝑘 − 2 ! 𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 !
𝑝𝑝𝑘𝑘 1 − 𝑝𝑝 𝑛𝑛−𝑘𝑘

= 𝑛𝑛 𝑛𝑛 − 1 𝑝𝑝2�
𝑘𝑘=0

𝑛𝑛−2
𝑛𝑛 − 2 !

𝑘𝑘! 𝑛𝑛 − 2 − 𝑘𝑘 !
𝑝𝑝𝑘𝑘 1 − 𝑝𝑝 𝑛𝑛−2−𝑘𝑘

= 𝑛𝑛 𝑛𝑛 − 1 𝑝𝑝2�
𝑘𝑘=0

𝑛𝑛−2
𝑛𝑛 − 2
𝑘𝑘

𝑝𝑝𝑘𝑘 1 − 𝑝𝑝 𝑛𝑛−2−𝑘𝑘

= 𝑛𝑛 𝑛𝑛 − 1 𝑝𝑝2 𝑝𝑝 + 1 − 𝑝𝑝 𝑛𝑛−2
= 𝑛𝑛 𝑛𝑛 − 1 𝑝𝑝2



𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑘𝑘 = 𝑛𝑛
𝑘𝑘 𝑝𝑝𝑘𝑘 1 − 𝑝𝑝 𝑛𝑛−𝑘𝑘

𝐄𝐄 𝑋𝑋 = �
𝑘𝑘=0

𝑛𝑛

𝑘𝑘
𝑛𝑛
𝑘𝑘
𝑝𝑝𝑘𝑘 1 − 𝑝𝑝 𝑛𝑛−𝑘𝑘 = 𝑛𝑛𝑛𝑛

𝐕𝐕 𝑋𝑋 = 𝐄𝐄 𝑋𝑋2 − 𝑬𝑬 𝑋𝑋 2

𝐄𝐄 𝑋𝑋2 = 𝐄𝐄 𝑋𝑋 𝑋𝑋 − 1 + 𝐄𝐄 𝑋𝑋

Lecture 4   離散型確率分布 二項分布

二項分布 𝐵𝐵(𝑛𝑛,𝑝𝑝)

𝑚𝑚 = 𝑛𝑛𝑛𝑛

𝜎𝜎2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛 1 − 𝑝𝑝
平均値
分散

𝑋𝑋 ~ 𝐵𝐵 𝑛𝑛,𝑝𝑝

𝐄𝐄 𝑋𝑋 𝑋𝑋 − 1 = �
𝑘𝑘=0

𝑛𝑛

𝑘𝑘 𝑘𝑘 − 1
𝑛𝑛
𝑘𝑘
𝑝𝑝𝑘𝑘 1 − 𝑝𝑝 𝑛𝑛−𝑘𝑘

= 𝑛𝑛 𝑛𝑛 − 1 𝑝𝑝2

= 𝑛𝑛 𝑛𝑛 − 1 𝑝𝑝2 + 𝑛𝑛𝑛𝑛

= 𝑛𝑛 𝑛𝑛 − 1 𝑝𝑝2 + 𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑛𝑛𝑛𝑛 2

= −𝑛𝑛𝑝𝑝2 + 𝑛𝑛𝑛𝑛

= 𝑛𝑛𝑛𝑛 1 − 𝑝𝑝
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成功確率 𝑝𝑝 の試行を独立に繰り返す.
初めて成功するまでの失敗の回数を 𝑋𝑋 とする.

𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑘𝑘 = 𝑝𝑝 1 − 𝑝𝑝 𝑘𝑘 𝑘𝑘 = 0,1,2, …

この分布をパラメータ 𝑝𝑝 の幾何分布という.

𝐄𝐄 𝑋𝑋 = �
𝑘𝑘=0

∞

𝑘𝑘𝑝𝑝 1 − 𝑝𝑝 𝑘𝑘 =
1 − 𝑝𝑝
𝑝𝑝

=
1
𝑝𝑝
− 1

𝑚𝑚 =
1 − 𝑝𝑝
𝑝𝑝

𝜎𝜎2 =
1 − 𝑝𝑝
𝑝𝑝2

平均値

分散
𝐄𝐄 𝑋𝑋2 = �

𝑘𝑘=0

∞

𝑘𝑘2𝑝𝑝 1 − 𝑝𝑝 𝑘𝑘 =
2 − 𝑝𝑝 1 − 𝑝𝑝

𝑝𝑝2

𝐕𝐕 𝑋𝑋 = 𝐄𝐄 𝑋𝑋2 − 𝐄𝐄 𝑋𝑋 2 =
1 − 𝑝𝑝
𝑝𝑝2

𝑘𝑘 回の失敗

Lecture 4   離散型確率分布 二項分布

幾何分布

（注意）𝑋𝑋 + 1 は成功までの待ち時間

事象 𝑋𝑋 = 𝑘𝑘



確率母関数 (Generating function)

𝑓𝑓′ 𝑥𝑥 = �
𝑛𝑛=0

∞

𝑛𝑛𝑝𝑝𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛−1

𝑓𝑓′′ 𝑥𝑥 = �
𝑛𝑛=0

∞

𝑛𝑛 𝑛𝑛 − 1 𝑝𝑝𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛−2

𝑓𝑓′ 1 = �
𝑛𝑛=0

∞

𝑛𝑛𝑝𝑝𝑛𝑛 = 𝐸𝐸 𝑋𝑋

𝑓𝑓′′ 1 = �
𝑛𝑛=0

∞

𝑛𝑛 𝑛𝑛 − 1 𝑝𝑝𝑛𝑛

𝑛𝑛 = 0,1,2, … に値をとる確率変数 𝑋𝑋 に対して 𝑝𝑝𝑛𝑛 = 𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑛𝑛 とおく

𝑓𝑓 𝑥𝑥 = �
𝑛𝑛=0

∞

𝑝𝑝𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛確率母関数

𝑉𝑉 𝑋𝑋 = 𝐸𝐸 𝑋𝑋2 − 𝐸𝐸 𝑋𝑋 2分散

16

= �
𝑛𝑛=0

∞

𝑛𝑛2𝑝𝑝𝑛𝑛 −�
𝑛𝑛=0

∞

𝑛𝑛𝑝𝑝𝑛𝑛

𝐸𝐸 𝑋𝑋2 = 𝑓𝑓′′ 1 + 𝑓𝑓′ 1

平均値

Lecture 4   離散型確率分布 確率母関数

= 𝐸𝐸 𝑋𝑋2 − 𝑓𝑓′ 1

= 𝑓𝑓′′ 1 + 𝑓𝑓′ 1 − 𝑓𝑓′ 1 2



二項分布の確率母関数

𝑓𝑓′ 1 = 𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑓𝑓 𝑥𝑥 = �

𝑘𝑘=0

∞

𝑝𝑝𝑘𝑘𝑥𝑥𝑘𝑘

確率母関数

𝑉𝑉 𝑋𝑋 = 𝑓𝑓′′ 1 + 𝑓𝑓′ 1 − 𝑓𝑓′ 1 2分散

17

平均値

Lecture 4   離散型確率分布 確率母関数

= �
𝑘𝑘=0

𝑛𝑛
𝑛𝑛
𝑘𝑘 𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑘𝑘 1 − 𝑝𝑝 𝑛𝑛−𝑘𝑘

= 𝑝𝑝𝑝𝑝 + 1 − 𝑝𝑝 𝑛𝑛

𝑓𝑓′ 𝑥𝑥 = 𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑝𝑝𝑝𝑝 + 1 − 𝑝𝑝 𝑛𝑛−1

𝑓𝑓′′ 𝑥𝑥 = 𝑛𝑛 𝑛𝑛 − 1 𝑝𝑝2 𝑝𝑝𝑝𝑝 + 1 − 𝑝𝑝 𝑛𝑛−2

𝑓𝑓′′ 1 = 𝑛𝑛 𝑛𝑛 − 1 𝑝𝑝2

𝐸𝐸 𝑋𝑋 = 𝑓𝑓′ 1 = 𝑛𝑛𝑛𝑛
= �

𝑘𝑘=0

𝑛𝑛
𝑛𝑛
𝑘𝑘 𝑝𝑝𝑘𝑘 1 − 𝑝𝑝 𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑥𝑥𝑘𝑘

= 𝑛𝑛𝑛𝑛

= 𝑛𝑛 𝑛𝑛 − 1 𝑝𝑝2 + 𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑛𝑛𝑛𝑛 2



指数関数のテーラー展開

𝑒𝑒𝜆𝜆 = �
𝑘𝑘=0

∞
𝜆𝜆𝑘𝑘

𝑘𝑘! 1 = �
𝑘𝑘=0

∞
𝜆𝜆𝑘𝑘

𝑘𝑘!
𝑒𝑒−𝜆𝜆

ポアソン分布

 確かに確率分布になっている

𝜆𝜆 > 0 を定数とする.
確率変数 𝑋𝑋 がパラメータ 𝜆𝜆 のポアソン分布に従うとは,

𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑘𝑘 =
𝜆𝜆𝑘𝑘

𝑘𝑘!
𝑒𝑒−𝜆𝜆 𝑘𝑘 = 0,1,2, …

𝑋𝑋 ~ Po 𝜆𝜆 と書く.

Lecture 4   離散型確率分布 ポアソン分布



Po(0.5) Po(1)

Po(1.5) Po(2.5)

Lecture 4   離散型確率分布 ポアソン分布



ポアソン分布の確率母関数

𝑓𝑓 𝑥𝑥 = �
𝑘𝑘=0

∞
𝜆𝜆𝑘𝑘

𝑘𝑘!
𝑒𝑒−𝜆𝜆 𝑥𝑥𝑘𝑘

確率母関数

𝑓𝑓′ 𝑥𝑥 = 𝜆𝜆𝑒𝑒−𝜆𝜆𝑒𝑒𝜆𝜆𝑥𝑥

𝑓𝑓′′ 𝑥𝑥 = 𝜆𝜆2𝑒𝑒−𝜆𝜆𝑒𝑒𝜆𝜆𝑥𝑥

𝑚𝑚 = 𝑓𝑓′ 1 = 𝜆𝜆平均値

𝜎𝜎2 = 𝑓𝑓′′ 1 + 𝑓𝑓′ 1 − 𝑓𝑓′ 1 2分散

= 𝜆𝜆2 + 𝜆𝜆 − 𝜆𝜆2 = 𝜆𝜆

20

確率分布

𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑘𝑘 =
𝜆𝜆𝑘𝑘

𝑘𝑘!
𝑒𝑒−𝜆𝜆

= 𝑒𝑒−𝜆𝜆 �
𝑘𝑘=0

∞
𝜆𝜆𝑥𝑥 𝑘𝑘

𝑘𝑘!

= 𝑒𝑒−𝜆𝜆 𝑒𝑒𝜆𝜆𝑥𝑥

𝑓𝑓′ 1 = 𝜆𝜆

𝑓𝑓′′ 1 = 𝜆𝜆2

ポアソン分布の特徴
平均と分散が等しい

Lecture 4   離散型確率分布 ポアソン分布



エコール・ポリテクニクでラプラスらに学ぶ. 
数学・物理学に多大な貢献
ポアソン○○と名のついた概念多数

稀なイベントの発生回数の確率分布として広い応用

誤った有罪判決の回数について研究(1837)

Siméon Denis Poisson (1781-1840)

誤審が, ある一定期間に起こる回数 𝑋𝑋の確率分布
（⇒ポアソン分布）を導出

• 馬に蹴られて死亡した兵士数（ボルトキーヴィッチ）
• 電話の呼び出し, メールの着信
• サッカーのゴール数, 野球のホームラン数

Lecture 4   離散型確率分布 ポアソン分布



メールの着信
メールの着信を観測して, 48時間に324回のメール着信があった.  これをもとに, 
ある特定の１時間のメール着信回数を調べよう.

Lecture 4   離散型確率分布 ポアソン分布

0 48

Δ𝑡𝑡 Δ𝑡𝑡

• 微小時間区間 Δ𝑡𝑡 の中では着信は１回, または 0 回
• 微小時間区間 Δ𝑡𝑡 がずれていれば着信の有無は独立

仮定

微小時間区間 Δ𝑡𝑡 毎のメール着信をコイン投げとみなす



Δ𝑡𝑡 Δ𝑡𝑡

 1時間を微小時間区間 Δ𝑡𝑡 に 𝑁𝑁分割

Δ𝑡𝑡 =
1
𝑁𝑁

 1時間の間に 𝑁𝑁 回のコイン投げ

表の回数 𝑋𝑋 ~ 𝐵𝐵(𝑁𝑁,𝑝𝑝)
平均値 𝜇𝜇 = 𝑁𝑁𝑁𝑁

 観測から1時間当たり
324
48

= 6.75 回の着信

𝑝𝑝 =
6.75
𝑁𝑁

 こうして

𝑋𝑋 ~ 𝐵𝐵 𝑁𝑁,
6.75
𝑁𝑁

1時間当たりの着信回数 𝑋𝑋 をモデル化する

Δ𝑡𝑡 Δ𝑡𝑡

𝜇𝜇 = 𝑁𝑁𝑁𝑁 = 6.75
 𝑝𝑝の推定𝑝𝑝 = P 時間区間 Δ𝑡𝑡にメール着信がある

1 − 𝑝𝑝 = P 時間区間 Δ𝑡𝑡にメール着信がない

Lecture 4   離散型確率分布 ポアソン分布



𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑘𝑘 = 𝑁𝑁
𝑘𝑘 𝑝𝑝𝑘𝑘 1 − 𝑝𝑝 𝑁𝑁−𝑘𝑘

=
𝑁𝑁(𝑁𝑁 − 1)⋯ (𝑁𝑁 − 𝑘𝑘 + 1)

𝑘𝑘!
𝜆𝜆
𝑁𝑁

𝑘𝑘

1 −
𝜆𝜆
𝑁𝑁

𝑁𝑁

1 −
𝜆𝜆
𝑁𝑁

−𝑘𝑘

(𝑁𝑁 → ∞)→
𝜆𝜆𝑘𝑘

𝑘𝑘!
𝑒𝑒−𝜆𝜆

ポアソン分布の導出（ポアソンの少数の法則）
𝐵𝐵 𝑁𝑁,

𝜆𝜆
𝑁𝑁 は 𝑁𝑁 → ∞とすると Po 𝜆𝜆 に収束する.

𝑋𝑋 ~ 𝐵𝐵 𝑁𝑁,
𝜆𝜆
𝑁𝑁 として

言い換え 𝐵𝐵 𝑁𝑁,𝑝𝑝 は, 𝑁𝑁 → ∞,𝑝𝑝 → 0,𝑁𝑁𝑁𝑁 → 𝜆𝜆 とすると 𝑃𝑃𝑃𝑃 𝜆𝜆 に収束する.

Lecture 4   離散型確率分布 ポアソン分布

証明



例 𝐵𝐵(100, 0.02) ≈ 𝑃𝑃𝑃𝑃(2)
k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

二項分布 0.13262 0.27065 0.27341 0.18228 0.09021 0.03535 0.01142 0.00313 0.00074 0.00015 

ポアソン分布 0.13534 0.27067 0.27067 0.18045 0.09022 0.03609 0.01203 0.00344 0.00086 0.00019 

𝐵𝐵(100, 0.02)

𝑃𝑃𝑃𝑃(2)

25
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𝑋𝑋 ~ 𝐵𝐵 𝑁𝑁,
6.75
𝑁𝑁

1時間を微小時間区間 Δ𝑡𝑡に 𝑁𝑁分割してモデル化：

 𝑋𝑋：1時間当たりの着信回数

 𝑁𝑁 → ∞として 𝑋𝑋 ~ Po(6.75)

=
6.750

0!
𝑒𝑒−6.75 +

6.751

1!
𝑒𝑒−6.75 +

6.752

2!
𝑒𝑒−6.75

= 1 + 6.75 + 22.78 × 0.00117 = 0.036

たとえば

𝑃𝑃 𝑋𝑋 ≤ 2

𝑵𝑵は人為的なので
消去したい

Lecture 4   離散型確率分布 ポアソン分布

メールの着信
メールの着信を観測して, 48時間に324回のメール着信があった.  これをもとに, 
ある特定の１時間のメール着信回数を調べよう.



Lecture 5
連続型確率分布



連続型確率変数 𝑋𝑋

 ある範囲（𝑎𝑎より大きく 𝑏𝑏 以下）の値をとる確率：

 特定の値 𝑎𝑎 をとる確率： 𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑎𝑎 = 0

𝑃𝑃 𝑎𝑎 < 𝑋𝑋 ≤ 𝑏𝑏

< でも ≤でも同じ

𝑃𝑃 𝑎𝑎 ≤ 𝑋𝑋 ≤ 𝑏𝑏 = �
𝑎𝑎

𝑏𝑏
𝑓𝑓 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑

• 確率密度関数を用いて面積で確率を表す

Lecture 5        連続型確率分布 連続型確率変数

 取りうる値は連続量

𝑓𝑓(𝑥𝑥)を 𝑋𝑋の確率密度関数という

𝑓𝑓 𝑥𝑥 = 𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑥𝑥)



区間 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 からランダムに選ばれた点の座標を 𝑋𝑋 とすれば, 𝑋𝑋 は連続型
確率変数になる.  𝑋𝑋の確率分布を求めよ.

例題 5.1

Lecture 5        連続型確率分布 連続型確率変数



区間 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 からランダムに選ばれた点の座標を 𝑋𝑋 とすれば, 𝑋𝑋 は連続型
確率変数になる.  𝑋𝑋 の確率分布を求めよ.

𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑥𝑥

例題 5.1

Lecture 5        連続型確率分布 連続型確率変数

0 𝑋𝑋

 取りうる値（𝑎𝑎 以上 𝑏𝑏 以下の実数）は連続量

 ランダムって何？

１）決まった数学的定義はなく, 文脈で理解する.
２）初めに思う状況は,  「すべての根元事象が等確率で起こる」こと



𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑐𝑐1 = 𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑐𝑐2 = ⋯ = 𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑐𝑐𝑛𝑛 = 𝑝𝑝

𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑐𝑐1または 𝑋𝑋 = 𝑐𝑐2または⋯ 𝑋𝑋 = 𝑐𝑐𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑛𝑛和事象の確率：

𝑛𝑛 はいくらでも大きくできるから 𝑝𝑝 = 0

 𝑋𝑋 が特定の値 𝑐𝑐 をとる確率： 𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑐𝑐 = 0

Lecture 5        連続型確率分布 連続型確率変数

𝑐𝑐1 𝑐𝑐2 𝑐𝑐𝑛𝑛⋯𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑥𝑥0

𝑛𝑛 個の異なる点を選ぶ：𝑐𝑐1 , 𝑐𝑐2,⋯ , 𝑐𝑐𝑛𝑛

どの点も等確率で選ばれる

確率は必ず ≤ 1 なので 𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 1 𝑝𝑝 ≤
1
𝑛𝑛



 𝑋𝑋 が特定の値 𝑐𝑐 をとる確率： 𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑐𝑐 = 0

Lecture 5        連続型確率分布 連続型確率変数

𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑥𝑥0 𝑋𝑋

𝑃𝑃(𝛼𝛼 < 𝑋𝑋 ≤ 𝛽𝛽) ある範囲（𝛼𝛼 より大きく 𝛽𝛽 以下）の値をとる確率：

< でも ≤でも同じ

𝑃𝑃 𝛼𝛼 ≤ 𝑋𝑋 ≤ 𝛽𝛽 =
𝛽𝛽 − 𝛼𝛼
𝑏𝑏 − 𝑎𝑎

𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑥𝑥0 𝛼𝛼 𝛽𝛽

長さの比

 どの点も同等に選ばれるという
直感的状況が定式化できた！
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 確率 𝑃𝑃 𝛼𝛼 ≤ 𝑋𝑋 ≤ 𝛽𝛽 を面積で与える：

𝑃𝑃 𝛼𝛼 ≤ 𝑋𝑋 ≤ 𝛽𝛽 =
𝛽𝛽 − 𝛼𝛼
𝑏𝑏 − 𝑎𝑎

𝑎𝑎 𝑏𝑏𝛼𝛼 𝛽𝛽 𝑥𝑥

1
𝑏𝑏 − 𝑎𝑎

𝑓𝑓(𝑥𝑥)

= �
𝛼𝛼

𝛽𝛽
𝑓𝑓 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑
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 確率 𝑃𝑃 𝛼𝛼 ≤ 𝑋𝑋 ≤ 𝛽𝛽 を面積で与える：

𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑥𝑥

1
𝑏𝑏 − 𝑎𝑎

𝑓𝑓(𝑥𝑥)

𝑓𝑓𝑋𝑋 𝑥𝑥 =

1
𝑏𝑏 − 𝑎𝑎

, 𝑎𝑎 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑏𝑏

0 , その他
一様分布という

連続型確率変数 𝑋𝑋の
確率密度関数は



𝑃𝑃 𝑎𝑎 ≤ 𝑋𝑋 ≤ 𝑏𝑏 = �
𝑎𝑎

𝑏𝑏
𝑓𝑓𝑋𝑋 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑

 面積（定積分）で確率を表す

�
−∞

∞
𝑓𝑓 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1

𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≥ 0

基本的な性質

(1)

(2)

確率密度関数
Lecture 5        連続型確率分布 確率密度関数



 密度関数の補助として便利

𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 ≤ 𝑥𝑥)

を 𝑋𝑋 の（累積）分布関数という. 𝑋𝑋 は離散型でも連続型でもよい.

定義 確率変数 𝑋𝑋 が実数 𝑥𝑥 以下の値をとる確率

 𝑋𝑋 が密度関数 𝑓𝑓𝑋𝑋 𝑥𝑥 をもつ連続型確率変数のとき,

𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥) = 𝑃𝑃 𝑋𝑋 ≤ 𝑥𝑥 = �
−∞

𝑥𝑥
𝑓𝑓𝑋𝑋 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝐹𝐹𝑋𝑋 𝑥𝑥 = 𝐹𝐹𝑋𝑋′ 𝑥𝑥 = 𝑓𝑓𝑋𝑋 𝑥𝑥

微分積分学の基本定理

Lecture 5        連続型確率分布 分布関数

分布関数 (distribution function)



区間 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 からランダムに選ばれた点の座標を 𝑋𝑋 とすれば, 𝑋𝑋 は連続型
確率変数になる.  𝑋𝑋の確率分布を求めよ.

例題 5.1（再論）

Lecture 5        連続型確率分布 連続型確率変数

𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑥𝑥0 𝑋𝑋

 分布関数を求める 𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 ≤ 𝑥𝑥)

𝑥𝑥 < 𝑎𝑎 のとき 𝐹𝐹 𝑥𝑥 = 0

𝑥𝑥 > 𝑏𝑏 のとき 𝐹𝐹 𝑥𝑥 = 1
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𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑥𝑥0 𝑋𝑋

 分布関数を求める

𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥) = 𝑃𝑃(𝑋𝑋 ≤ 𝑥𝑥)

𝑥𝑥 < 𝑎𝑎 のとき 𝐹𝐹𝑋𝑋 𝑥𝑥 = 0

𝑥𝑥 > 𝑏𝑏 のとき 𝐹𝐹𝑋𝑋 𝑥𝑥 = 1

𝑎𝑎 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑏𝑏 のとき

𝑥𝑥

𝐹𝐹𝑋𝑋 𝑥𝑥 =
𝑥𝑥 − 𝑎𝑎
𝑏𝑏 − 𝑎𝑎

 密度関数を求める

𝑓𝑓𝑋𝑋 𝑥𝑥 =
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝐹𝐹𝑋𝑋 𝑥𝑥 = 𝐹𝐹𝑋𝑋′ 𝑥𝑥

𝑓𝑓𝑋𝑋 𝑥𝑥 = 0

𝑓𝑓𝑋𝑋 𝑥𝑥 =
1

𝑏𝑏 − 𝑎𝑎

}



平均値 𝐄𝐄 𝑋𝑋 = 𝜇𝜇𝑋𝑋 = �
−∞

+∞
𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑

分散 𝐕𝐕 𝑋𝑋 = 𝜎𝜎𝑋𝑋2 = �
−∞

+∞
𝑥𝑥 − 𝜇𝜇𝑋𝑋 2𝑓𝑓 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝐄𝐄 𝑋𝑋 − 𝜇𝜇𝑋𝑋 2

= �
−∞

+∞
𝑥𝑥2𝑓𝑓 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜇𝜇𝑋𝑋2

𝑓𝑓 𝑥𝑥 ：連続型確率変数 𝑋𝑋 の密度関数

= 𝐄𝐄 𝑋𝑋2 − 𝐄𝐄 𝑋𝑋 2

分散公式
𝐕𝐕 𝑋𝑋 = 𝐄𝐄 𝑋𝑋2 − 𝐄𝐄 𝑋𝑋 2

Lecture 5        連続型確率分布 平均値と分散

連続型確率変数の平均値と分散



名前の付いた重要な連続分布

25

 一様分布 二項母集団の分布

 指数分布 待ち時間の分布

 正規分布 統計学で最重要

 𝑡𝑡-分布， 𝜒𝜒2分布， 𝐹𝐹分布 統計的推測で改めて扱う

Lecture 5        連続型確率分布 重要な連続分布



密度関数 𝑓𝑓(𝑥𝑥)が区間 [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]で与えられ, その値が一定で
あるような分布を一様分布という. 

𝑓𝑓 𝑥𝑥 =

1
𝑏𝑏 − 𝑎𝑎

, 𝑎𝑎 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑏𝑏

0 , その他

区間 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 から1点を, どの点も同程度の確からしさで
選ぶとき, 選ばれた点の座標を 𝑋𝑋 とする.

𝑋𝑋 は連続型確率変数となり, その分布が一様分布

一様分布
Lecture 5        連続型確率分布 一様分布



確率変数 𝑋𝑋 が区間 [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] 上の一様分布に従うとき,  

𝐸𝐸 𝑋𝑋 =
𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

2
𝑉𝑉 𝑋𝑋 =

𝑏𝑏 − 𝑎𝑎 2

12

𝜇𝜇 = 𝐄𝐄 𝑋𝑋 = �
𝑎𝑎

𝑏𝑏
𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏 − 𝑎𝑎

=
𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

2
平均値

𝐄𝐄 𝑋𝑋2 = �
𝑎𝑎

𝑏𝑏
𝑥𝑥2

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏 − 𝑎𝑎

=
𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏2

3

𝜎𝜎2 = 𝐄𝐄 𝑋𝑋2 − 𝑬𝑬 𝑋𝑋 2 =
𝑏𝑏 − 𝑎𝑎 2

12分散

一様分布の平均値と分散
Lecture 5        連続型確率分布 一様分布



指数分布
𝜆𝜆 > 0 を定数とする.
確率変数 𝑋𝑋 がパラメータ 𝜆𝜆 の指数分布に
従うとは, 𝑋𝑋 が次の確率密度関数をもつこと

密度関数

𝑓𝑓 𝑥𝑥 = �𝜆𝜆𝑒𝑒
−𝜆𝜆𝑥𝑥 , 𝑥𝑥 ≥ 0

0 , その他

平均値

𝜇𝜇 = 𝐄𝐄 𝑋𝑋 = �
0

∞
𝑥𝑥 𝜆𝜆𝑒𝑒−𝜆𝜆𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑 =

1
𝜆𝜆

𝐄𝐄 𝑋𝑋2 = �
𝟎𝟎

∞
𝑥𝑥2𝜆𝜆𝑒𝑒−𝜆𝜆𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑 =

2
𝜆𝜆2

分散 𝜎𝜎2 = 𝐄𝐄 𝑋𝑋2 − 𝑬𝑬 𝑋𝑋 2 =
1
𝜆𝜆2

Lecture 5        連続型確率分布 指数分布



𝑥𝑥𝜇𝜇

3𝜎𝜎3𝜎𝜎

𝑓𝑓 𝑥𝑥 =
1

2𝜋𝜋𝜎𝜎2
𝑒𝑒−

𝑥𝑥−𝜇𝜇 2

2𝜎𝜎2
密度関数

�
−∞

∞
𝑓𝑓 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1

𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≥ 0

基本的な性質

(1)

(2)

Lecture 5        連続型確率分布 正規分布

正規分布＝ガウス分布 𝑁𝑁 𝜇𝜇,𝜎𝜎2



𝑋𝑋~𝑁𝑁 𝜇𝜇,𝜎𝜎2

𝑥𝑥𝜇𝜇𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑃𝑃 𝑎𝑎 ≤ 𝑋𝑋 ≤ 𝑏𝑏 = �
𝑎𝑎

𝑏𝑏
𝑓𝑓 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑓𝑓 𝑥𝑥 =
1

2𝜋𝜋𝜎𝜎2
𝑒𝑒−

𝑥𝑥−𝜇𝜇 2

2𝜎𝜎2
密度関数

Lecture 5        連続型確率分布 正規分布

正規分布＝ガウス分布 𝑁𝑁 𝜇𝜇,𝜎𝜎2



密度関数

平均値

分散

Lecture 5        連続型確率分布 正規分布

正規分布の平均値と分散

�
−∞

+∞
𝑥𝑥

1
2𝜋𝜋𝜎𝜎2

𝑒𝑒−
𝑥𝑥−𝜇𝜇 2

2𝜎𝜎2 𝑑𝑑𝑑𝑑 = �
−∞

+∞
𝑥𝑥 + 𝜇𝜇

1
2𝜋𝜋𝜎𝜎2

𝑒𝑒−
𝑥𝑥2

2𝜎𝜎2 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝜇𝜇

�
−∞

+∞
𝑥𝑥 − 𝜇𝜇 2 1

2𝜋𝜋𝜎𝜎2
𝑒𝑒−

𝑥𝑥−𝜇𝜇 2

2𝜎𝜎2 𝑑𝑑𝑑𝑑 = �
−∞

+∞
𝑥𝑥 + 𝜇𝜇

1
2𝜋𝜋𝜎𝜎2

𝑒𝑒−
𝑥𝑥2

2𝜎𝜎2 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝜎𝜎2

𝑓𝑓 𝑥𝑥 =
1

2𝜋𝜋𝜎𝜎2
𝑒𝑒−

𝑥𝑥−𝜇𝜇 2

2𝜎𝜎2

�
−∞

+∞ 1
2𝜋𝜋𝜎𝜎2

𝑒𝑒−
𝑥𝑥−𝜇𝜇 2

2𝜎𝜎2 𝑑𝑑𝑑𝑑 =
1
2𝜋𝜋

�
−∞

+∞
𝑒𝑒−

𝑥𝑥2

2 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1

密度関数

重積分と極座標の
典型的練習問題

𝑁𝑁 𝜇𝜇,𝜎𝜎2

平均値と分散



19世紀以降の近代数学のほとんどの分野に影響を与え
ている：
• 素数定理、平方剰余の相互法則
• 正十七角形の作図、代数学の基本定理、円分多項式
• 最小二乗法(統計)
• 複素数、ガウス平面、複素関数論
• 電磁気などの物理学

1809年『天体運行論』
最小二乗法を用いたデータ補正、正規分布

1807年～終生
ゲッティンゲンの天文台長（初代）

1821-26年『誤差を最小にする観測』

Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
Lecture 5        連続型確率分布 正規分布



𝑓𝑓 𝑥𝑥 =
1
2𝜋𝜋

𝑒𝑒−
𝑥𝑥2
2

密度関数

標準正規分布 (standard normal distribution)

𝜇𝜇 = 0平均値
分散 𝜎𝜎2 = 1

𝑁𝑁 0,1
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標準正規分布表
z .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09

0.0 .0000 .0040 .0080 .0120 .0160 .0199 .0239 .0279 .0319 .0359
0.1 .0398 .0438 .0478 .0517 .0557 .0596 .0636 .0675 .0714 .0753
0.2 .0793 .0832 .0871 .0910 .0948 .0987 .1026 .1064 .1103 .1141
0.3 .1179 .1217 .1255 .1293 .1311 .1368 .1406 .1443 .1480 .1517
0.4 .1554 .1591 .1628 .1664 .1700 .1736 .1772 .1808 .1844 .1879
0.5 .1915 .1950 .1985 .2019 .2054 .2088 .2123 .2157 .2190 .2224
0.6 .2257 .2291 .2324 .2357 .2389 .2422 .2454 .2486 .2517 .2549
0.7 .2580 .2611 .2642 .2673 .2703 .2734 .2764 .2794 .2823 .2852
0.8 .2881 .2910 .2939 .2967 .2995 .3023 .3051 .3078 .3106 .3133
0.9 .3159 .3186 .3212 .3238 .3264 .3289 .3315 .3340 .3365 .3389
1.0 .3413 .3438 .3461 .3485 .3508 .3531 .3554 .3577 .3599 .3621
1.1 .3643 .3665 .3686 .3708 .3729 .3749 .3770 .3790 .3810 .3830
1.2 .3849 .3869 .3888 .3907 .3925 .3944 .3962 .3980 .3997 .4015
1.3 .4032 .4049 .4066 .4082 .4099 .4115 .4131 .4147 .4162 .4177
1.4 .4192 .4207 .4222 .4236 .4251 .4265 .4279 .4292 .4306 .4319
1.5 .4332 .4345 .4357 .4370 .4382 .4394 .4406 .4418 .4429 .4441
1.6 .4452 .4463 .4474 .4484 .4495 .4505 .4515 .4525 .4535 .4545
1.7 .4554 .4564 .4573 .4582 .4591 .4599 .4608 .4616 .4625 .4633
1.8 .4641 .4649 .4656 .4664 .4671 .4678 .4686 .4693 .4699 .4706
1.9 .4713 .4719 .4726 .4732 .4738 .4744 .4750 .4756 .4761 .4767
2.0 .4772 .4778 .4783 .4788 .4793 .4798 .4803 .4808 .4812 .4817
2.1 .4821 .4826 .4830 .4834 .4838 .4842 .4846 .4850 .4854 .4857
2.2 .4861 .4864 .4868 .4871 .4875 .4878 .4881 .4884 .4887 .4890
2.3 .4893 .4896 .4898 .4901 .4904 .4906 .4909 .4911 .4913 .4916
2.4 .4918 .4920 .4922 .4925 .4927 .4929 .4931 .4932 .4934 .4936
2.5 .4938 .4940 .4941 .4943 .4945 .4946 .4948 .4949 .4951 .4952
2.6 .4953 .4955 .4956 .4957 .4959 .4960 .4961 .4962 .4963 .4964
2.7 .4965 .4966 .4967 .4968 .4969 .4970 .4971 .4972 .4973 .4974
2.8 .4974 .4975 .4976 .4977 .4977 .4978 .4979 .4979 .4980 .4981
2.9 .4981 .4982 .4982 .4983 .4984 .4984 .4985 .4985 .4986 .4986
3.0 .4987 .4987 .4987 .4988 .4988 .4989 .4989 .4989 .4990 .4990

𝑍𝑍~ 𝑁𝑁(0,1)

𝑃𝑃 0 ≤ 𝑍𝑍 ≤ 𝑧𝑧 = �
0

𝑧𝑧 1
2𝜋𝜋

𝑒𝑒−𝑥𝑥2/2 𝑑𝑑𝑑𝑑
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この積分（ 𝑒𝑒−𝑥𝑥2/2 の原始関数）
は初等関数ではない



z .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09
0.0 .0000 .0040 .0080 .0120 .0160 .0199 .0239 .0279 .0319 .0359
0.1 .0398 .0438 .0478 .0517 .0557 .0596 .0636 .0675 .0714 .0753
0.2 .0793 .0832 .0871 .0910 .0948 .0987 .1026 .1064 .1103 .1141
0.3 .1179 .1217 .1255 .1293 .1311 .1368 .1406 .1443 .1480 .1517
0.4 .1554 .1591 .1628 .1664 .1700 .1736 .1772 .1808 .1844 .1879
0.5 .1915 .1950 .1985 .2019 .2054 .2088 .2123 .2157 .2190 .2224
0.6 .2257 .2291 .2324 .2357 .2389 .2422 .2454 .2486 .2517 .2549
0.7 .2580 .2611 .2642 .2673 .2703 .2734 .2764 .2794 .2823 .2852
0.8 .2881 .2910 .2939 .2967 .2995 .3023 .3051 .3078 .3106 .3133
0.9 .3159 .3186 .3212 .3238 .3264 .3289 .3315 .3340 .3365 .3389
1.0 .3413 .3438 .3461 .3485 .3508 .3531 .3554 .3577 .3599 .3621
1.1 .3643 .3665 .3686 .3708 .3729 .3749 .3770 .3790 .3810 .3830
1.2 .3849 .3869 .3888 .3907 .3925 .3944 .3962 .3980 .3997 .4015
1.3 .4032 .4049 .4066 .4082 .4099 .4115 .4131 .4147 .4162 .4177
1.4 .4192 .4207 .4222 .4236 .4251 .4265 .4279 .4292 .4306 .4319
1.5 .4332 .4345 .4357 .4370 .4382 .4394 .4406 .4418 .4429 .4441
1.6 .4452 .4463 .4474 .4484 .4495 .4505 .4515 .4525 .4535 .4545
1.7 .4554 .4564 .4573 .4582 .4591 .4599 .4608 .4616 .4625 .4633
1.8 .4641 .4649 .4656 .4664 .4671 .4678 .4686 .4693 .4699 .4706
1.9 .4713 .4719 .4726 .4732 .4738 .4744 .4750 .4756 .4761 .4767
2.0 .4772 .4778 .4783 .4788 .4793 .4798 .4803 .4808 .4812 .4817
2.1 .4821 .4826 .4830 .4834 .4838 .4842 .4846 .4850 .4854 .4857
2.2 .4861 .4864 .4868 .4871 .4875 .4878 .4881 .4884 .4887 .4890
2.3 .4893 .4896 .4898 .4901 .4904 .4906 .4909 .4911 .4913 .4916
2.4 .4918 .4920 .4922 .4925 .4927 .4929 .4931 .4932 .4934 .4936
2.5 .4938 .4940 .4941 .4943 .4945 .4946 .4948 .4949 .4951 .4952
2.6 .4953 .4955 .4956 .4957 .4959 .4960 .4961 .4962 .4963 .4964
2.7 .4965 .4966 .4967 .4968 .4969 .4970 .4971 .4972 .4973 .4974
2.8 .4974 .4975 .4976 .4977 .4977 .4978 .4979 .4979 .4980 .4981
2.9 .4981 .4982 .4982 .4983 .4984 .4984 .4985 .4985 .4986 .4986
3.0 .4987 .4987 .4987 .4988 .4988 .4989 .4989 .4989 .4990 .4990

𝑃𝑃 0 ≤ 𝑍𝑍 ≤ 1.15例
標準正規分布表

Lecture 5        連続型確率分布 正規分布

=1.15

= 0.3749𝑃𝑃 0 ≤ 𝑍𝑍 ≤ 1.15



z .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09
0.0 .0000 .0040 .0080 .0120 .0160 .0199 .0239 .0279 .0319 .0359
0.1 .0398 .0438 .0478 .0517 .0557 .0596 .0636 .0675 .0714 .0753
0.2 .0793 .0832 .0871 .0910 .0948 .0987 .1026 .1064 .1103 .1141
0.3 .1179 .1217 .1255 .1293 .1311 .1368 .1406 .1443 .1480 .1517
0.4 .1554 .1591 .1628 .1664 .1700 .1736 .1772 .1808 .1844 .1879
0.5 .1915 .1950 .1985 .2019 .2054 .2088 .2123 .2157 .2190 .2224
0.6 .2257 .2291 .2324 .2357 .2389 .2422 .2454 .2486 .2517 .2549
0.7 .2580 .2611 .2642 .2673 .2703 .2734 .2764 .2794 .2823 .2852
0.8 .2881 .2910 .2939 .2967 .2995 .3023 .3051 .3078 .3106 .3133
0.9 .3159 .3186 .3212 .3238 .3264 .3289 .3315 .3340 .3365 .3389
1.0 .3413 .3438 .3461 .3485 .3508 .3531 .3554 .3577 .3599 .3621
1.1 .3643 .3665 .3686 .3708 .3729 .3749 .3770 .3790 .3810 .3830
1.2 .3849 .3869 .3888 .3907 .3925 .3944 .3962 .3980 .3997 .4015
1.3 .4032 .4049 .4066 .4082 .4099 .4115 .4131 .4147 .4162 .4177
1.4 .4192 .4207 .4222 .4236 .4251 .4265 .4279 .4292 .4306 .4319
1.5 .4332 .4345 .4357 .4370 .4382 .4394 .4406 .4418 .4429 .4441
1.6 .4452 .4463 .4474 .4484 .4495 .4505 .4515 .4525 .4535 .4545
1.7 .4554 .4564 .4573 .4582 .4591 .4599 .4608 .4616 .4625 .4633
1.8 .4641 .4649 .4656 .4664 .4671 .4678 .4686 .4693 .4699 .4706
1.9 .4713 .4719 .4726 .4732 .4738 .4744 .4750 .4756 .4761 .4767
2.0 .4772 .4778 .4783 .4788 .4793 .4798 .4803 .4808 .4812 .4817
2.1 .4821 .4826 .4830 .4834 .4838 .4842 .4846 .4850 .4854 .4857
2.2 .4861 .4864 .4868 .4871 .4875 .4878 .4881 .4884 .4887 .4890
2.3 .4893 .4896 .4898 .4901 .4904 .4906 .4909 .4911 .4913 .4916
2.4 .4918 .4920 .4922 .4925 .4927 .4929 .4931 .4932 .4934 .4936
2.5 .4938 .4940 .4941 .4943 .4945 .4946 .4948 .4949 .4951 .4952
2.6 .4953 .4955 .4956 .4957 .4959 .4960 .4961 .4962 .4963 .4964
2.7 .4965 .4966 .4967 .4968 .4969 .4970 .4971 .4972 .4973 .4974
2.8 .4974 .4975 .4976 .4977 .4977 .4978 .4979 .4979 .4980 .4981
2.9 .4981 .4982 .4982 .4983 .4984 .4984 .4985 .4985 .4986 .4986
3.0 .4987 .4987 .4987 .4988 .4988 .4989 .4989 .4989 .4990 .4990

= 0.5 − 𝑃𝑃 0 ≤ 𝑍𝑍 ≤ 1.34

𝑃𝑃 𝑍𝑍 ≤ −1.34例

= 0.5 − 0.4099

標準正規分布表
Lecture 5        連続型確率分布 正規分布

𝑃𝑃 𝑍𝑍 ≤ −1.34

= −1.34

= 0.0901



確率変数 𝑋𝑋 が正規分布 𝑁𝑁(𝜇𝜇,𝜎𝜎2)に従うとき, その 1 次変換 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏

（𝑎𝑎 , 𝑏𝑏は定数）は正規分布 𝑁𝑁(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏 ,𝑏𝑏2𝜎𝜎2) に従う.
定理

𝑋𝑋 ~ 𝑁𝑁(𝜇𝜇,𝜎𝜎2) 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 ~ 𝑁𝑁(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏 ,𝑏𝑏2𝜎𝜎2)

標準化𝑋𝑋 ~ 𝑁𝑁 𝜇𝜇,𝜎𝜎2 𝑍𝑍 =
𝑋𝑋 − 𝜇𝜇
𝜎𝜎

~ 𝑁𝑁 0,1

Lecture 5        連続型確率分布 正規分布

証明

𝑓𝑓 𝑥𝑥 =
1

2𝜋𝜋𝜎𝜎2
𝑒𝑒−

𝑥𝑥−𝜇𝜇 2

2𝜎𝜎2𝑃𝑃 𝑋𝑋 ≤ 𝑥𝑥 = �
−∞

𝑥𝑥
𝑓𝑓 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑋𝑋 ~ 𝑁𝑁(𝜇𝜇,𝜎𝜎2)より

これを用いて, 𝑌𝑌 = 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 に対して 𝑃𝑃(𝑌𝑌 ≤ 𝑦𝑦) を求める



Lecture 5        連続型確率分布 正規分布

証明

𝑓𝑓 𝑥𝑥 =
1

2𝜋𝜋𝜎𝜎2
𝑒𝑒−

𝑥𝑥−𝜇𝜇 2

2𝜎𝜎2𝑃𝑃 𝑋𝑋 ≤ 𝑥𝑥 = �
−∞

𝑥𝑥
𝑓𝑓 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑋𝑋 ~ 𝑁𝑁(𝜇𝜇,𝜎𝜎2) より

これを用いて,  𝑌𝑌 = 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 に対して 𝑃𝑃(𝑌𝑌 ≤ 𝑦𝑦) を求める.    

𝑃𝑃 𝑌𝑌 ≤ 𝑦𝑦 = 𝑃𝑃 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 ≤ 𝑦𝑦 = 𝑃𝑃 𝑋𝑋 ≤
𝑦𝑦 − 𝑎𝑎
𝑏𝑏

= �
−∞

𝑦𝑦−𝑎𝑎
𝑏𝑏
𝑓𝑓 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑥𝑥 = 𝑡𝑡−𝑎𝑎
𝑏𝑏
によって変数変換すると,

= �
−∞

𝑦𝑦−𝑎𝑎
𝑏𝑏
𝑓𝑓 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑 = �

−∞

𝑦𝑦
𝑓𝑓
𝑡𝑡 − 𝑎𝑎
𝑏𝑏

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

= �
−∞

𝑦𝑦 1
2𝜋𝜋𝑏𝑏2𝜎𝜎2

𝑒𝑒−
𝑡𝑡−𝑎𝑎−𝑏𝑏𝜇𝜇 2

2𝑏𝑏2𝜎𝜎2 𝑑𝑑𝑑𝑑

ただし, 

𝑏𝑏 > 0 の場合を扱う.（ 𝑏𝑏 < 0 の場合も同様, 不等式の向きに注意）

したがって,  𝑌𝑌 ~ 𝑁𝑁(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏 ,𝑏𝑏2𝜎𝜎2)



確率変数 𝑋𝑋 が正規分布 𝑁𝑁(𝜇𝜇,𝜎𝜎2)に従うとき, その 1 次変換
𝑌𝑌 = 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 (𝑎𝑎 , 𝑏𝑏は定数)も正規分布 𝑁𝑁(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏 ,𝑏𝑏2𝜎𝜎2) に従う.

定理

𝑋𝑋 ~ 𝑁𝑁(𝜇𝜇,𝜎𝜎2) 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏~ 𝑁𝑁(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏 , 𝑏𝑏2𝜎𝜎2)

標準化𝑋𝑋 ~ 𝑁𝑁 𝜇𝜇,𝜎𝜎2 𝑍𝑍 =
𝑋𝑋 − 𝜇𝜇
𝜎𝜎

~ 𝑁𝑁 0,1

例 𝑋𝑋 ~ 𝑁𝑁 2, 52 を標準化すると

𝑍𝑍 =
𝑋𝑋 − 2

5
~ 𝑁𝑁 0,1

Lecture 5        連続型確率分布 正規分布



（１） 𝑃𝑃(𝑋𝑋 ≤ 2.29) を求めよ．
（２） 𝑃𝑃(𝑋𝑋 > 𝑥𝑥) = 0.01 であるような 𝑥𝑥 の値を求めよ.

𝑋𝑋 が正規分布 𝑁𝑁 −1, 22 に従うとき,例題 5.2

Lecture 5        連続型確率分布 例 題



標準化 𝑋𝑋 ~ 𝑁𝑁 𝜇𝜇,𝜎𝜎2 𝑍𝑍 =
𝑋𝑋 − 𝜇𝜇
𝜎𝜎

~ 𝑁𝑁 0,1

𝑃𝑃 𝑋𝑋 ≤ 2.29（１）

= 𝑃𝑃 𝑍𝑍 ≤ 1.645

= 𝑃𝑃
𝑋𝑋 − (−1)

2
≤

2.29 − (−1)
2

= 0.5 + 0.45

（１） 𝑃𝑃(𝑋𝑋 ≤ 2.29) を求めよ．
（２） 𝑃𝑃(𝑋𝑋 > 𝑥𝑥) = 0.01 であるような 𝑥𝑥 の値を求めよ.

𝑋𝑋 が正規分布 𝑁𝑁 −1, 22 に従うとき,例題 5.2

= 0.95

Lecture 5        連続型確率分布 例 題



（２） 𝑃𝑃 𝑋𝑋 > 𝑥𝑥 = 𝑃𝑃
𝑋𝑋 − (−1)

2
>
𝑥𝑥 − (−1)

2

𝑃𝑃 𝑍𝑍 > 2.33 = 0.01

= 𝑃𝑃 𝑍𝑍 >
𝑥𝑥 + 1

2

0.01

2.33𝑥𝑥 + 1
2

= 2.33

∴ 𝑥𝑥 = 3.66

標準化 𝑋𝑋 ~ 𝑁𝑁 𝜇𝜇,𝜎𝜎2 𝑍𝑍 =
𝑋𝑋 − 𝜇𝜇
𝜎𝜎

~ 𝑁𝑁 0,1

（１） 𝑃𝑃(𝑋𝑋 ≤ 2.29) を求めよ．
（２） 𝑃𝑃(𝑋𝑋 > 𝑥𝑥) = 0.01 であるような 𝑥𝑥 の値を求めよ.

𝑋𝑋 が正規分布 𝑁𝑁 −1, 22 に従うとき,例題 5.2

一方, 
}

Lecture 5        連続型確率分布 例 題



ある年齢の女性の身長 [cm] は，平均値=156，標準偏差=5 の正規
分布に従うと考えられるとき，153cm 以上 160cm 以下の女性は全
体の何%を占めるか.

例題 5.3

【演習（10分）】

Lecture 5        連続型確率分布 例 題



求める割合は 𝑃𝑃 153 ≤ 𝑋𝑋 ≤ 160

身長を 𝑋𝑋 とすると,   𝑋𝑋 ~ 𝑁𝑁 156, 52

𝑃𝑃
153 − 156

5
≤
𝑋𝑋 − 156

5
≤

160 − 156
5

= 𝑃𝑃 −0.6 ≤ 𝑍𝑍 ≤ 0.8

= 𝑃𝑃 0 ≤ 𝑍𝑍 ≤ 0.6 + 𝑃𝑃 0 ≤ 𝑍𝑍 ≤ 0.8

= 0.2257 + 0.2881 = 0.5138

ある年齢の女性の身長 [cm] は，平均値=156，標準偏差=5 の正規
分布に従うと考えられるとき，153cm 以上 160cm 以下の女性は全
体の何%を占めるか.

例題 5.3

𝑃𝑃 153 ≤ 𝑋𝑋 ≤ 160 =

Lecture 5        連続型確率分布 例 題



z .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09
0.0 .0000 .0040 .0080 .0120 .0160 .0199 .0239 .0279 .0319 .0359
0.1 .0398 .0438 .0478 .0517 .0557 .0596 .0636 .0675 .0714 .0753
0.2 .0793 .0832 .0871 .0910 .0948 .0987 .1026 .1064 .1103 .1141
0.3 .1179 .1217 .1255 .1293 .1311 .1368 .1406 .1443 .1480 .1517
0.4 .1554 .1591 .1628 .1664 .1700 .1736 .1772 .1808 .1844 .1879
0.5 .1915 .1950 .1985 .2019 .2054 .2088 .2123 .2157 .2190 .2224
0.6 .2257 .2291 .2324 .2357 .2389 .2422 .2454 .2486 .2517 .2549
0.7 .2580 .2611 .2642 .2673 .2703 .2734 .2764 .2794 .2823 .2852
0.8 .2881 .2910 .2939 .2967 .2995 .3023 .3051 .3078 .3106 .3133
0.9 .3159 .3186 .3212 .3238 .3264 .3289 .3315 .3340 .3365 .3389
1.0 .3413 .3438 .3461 .3485 .3508 .3531 .3554 .3577 .3599 .3621
1.1 .3643 .3665 .3686 .3708 .3729 .3749 .3770 .3790 .3810 .3830
1.2 .3849 .3869 .3888 .3907 .3925 .3944 .3962 .3980 .3997 .4015
1.3 .4032 .4049 .4066 .4082 .4099 .4115 .4131 .4147 .4162 .4177
1.4 .4192 .4207 .4222 .4236 .4251 .4265 .4279 .4292 .4306 .4319
1.5 .4332 .4345 .4357 .4370 .4382 .4394 .4406 .4418 .4429 .4441
1.6 .4452 .4463 .4474 .4484 .4495 .4505 .4515 .4525 .4535 .4545
1.7 .4554 .4564 .4573 .4582 .4591 .4599 .4608 .4616 .4625 .4633
1.8 .4641 .4649 .4656 .4664 .4671 .4678 .4686 .4693 .4699 .4706
1.9 .4713 .4719 .4726 .4732 .4738 .4744 .4750 .4756 .4761 .4767
2.0 .4772 .4778 .4783 .4788 .4793 .4798 .4803 .4808 .4812 .4817
2.1 .4821 .4826 .4830 .4834 .4838 .4842 .4846 .4850 .4854 .4857
2.2 .4861 .4864 .4868 .4871 .4875 .4878 .4881 .4884 .4887 .4890
2.3 .4893 .4896 .4898 .4901 .4904 .4906 .4909 .4911 .4913 .4916
2.4 .4918 .4920 .4922 .4925 .4927 .4929 .4931 .4932 .4934 .4936
2.5 .4938 .4940 .4941 .4943 .4945 .4946 .4948 .4949 .4951 .4952
2.6 .4953 .4955 .4956 .4957 .4959 .4960 .4961 .4962 .4963 .4964
2.7 .4965 .4966 .4967 .4968 .4969 .4970 .4971 .4972 .4973 .4974
2.8 .4974 .4975 .4976 .4977 .4977 .4978 .4979 .4979 .4980 .4981
2.9 .4981 .4982 .4982 .4983 .4984 .4984 .4985 .4985 .4986 .4986
3.0 .4987 .4987 .4987 .4988 .4988 .4989 .4989 .4989 .4990 .4990

標準正規分布表



おわり

Lecture 5
連続型確率分布



Lecture 6

標本抽出と正規分布



偶然に左右
される

標本抽出

得られた数値データから母集団の性質を信頼度付きで推定する

母集団と標本
Lecture 6    標本抽出と正規分布 母集団と標本

母集団 標本 数値データ

今後は, この数値データを標本という

課題

母集団 (population)＝調査対象の全体
実態として存在する集合（世論調査など）
または,  理論上想定される（ふつうは無限）集合



確率論による定式化

母集団 標本＝数値データ

Lecture 6    標本抽出と正規分布 母集団と標本

母集団のどの要素も偏りなく選ばれる可能性を担保
取り出すたびに母集団は変化しない

標本(sample)の取り出し方の基本：無作為復元抽出

標本抽出

１）母集団から 𝑛𝑛 個の標本 𝑥𝑥1 , 𝑥𝑥2 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑛𝑛 を得る.
２）標本 𝑥𝑥𝑖𝑖 は確率変数 𝑋𝑋𝑖𝑖 として扱う.
３）無作為復元抽出なので,  𝑋𝑋1 ,𝑋𝑋2,⋯ ,𝑋𝑋𝑛𝑛 はすべて母集団分布に従い,

かつ独立である.



母集団 標本＝数値データ

Lecture 6    標本抽出と正規分布 母集団と標本

無作為復元抽出

𝑛𝑛 個の標本は確率変数列 𝑋𝑋1 ,𝑋𝑋2,⋯ ,𝑋𝑋𝑛𝑛であり,  
それらは独立で, 同分布である. その分布は,

𝑋𝑋𝑖𝑖 ~ 母集団分布

定式化

実際得られる数値データ 𝑥𝑥𝑖𝑖は 𝑋𝑋𝑖𝑖の実現値と考える.

同一環境下における
繰り返し実験もこれ

確率論による定式化



母集団

母集団分布 𝜃𝜃 を標本 𝑋𝑋1,𝑋𝑋2 , … ,𝑋𝑋𝑛𝑛 を用いて
何らかの合理的な計算で求める.

母数 𝜃𝜃＝母集団の統計量
平均値,  分散,  そのほか

実際に知りたいのは, 

�𝜃𝜃 = 𝑇𝑇 𝑋𝑋1,𝑋𝑋2,⋯ ,𝑋𝑋𝑛𝑛

�𝜃𝜃 の確率分布を調べて, 
信頼度付きで 𝜃𝜃 を推定する.

標本
𝑋𝑋1,𝑋𝑋2 , … ,𝑋𝑋𝑛𝑛

無作為
復元抽出

Lecture 6    標本抽出と正規分布 推測統計の目的

課題

推測統計の目的



�𝜃𝜃 = 𝑇𝑇 𝑋𝑋1,𝑋𝑋2,⋯ ,𝑋𝑋𝑛𝑛 のような確率変数の関数を扱う準備

確率変数 𝑋𝑋,𝑌𝑌 と定数 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 に対して

𝑋𝑋 + 𝑌𝑌 ：和

𝑋𝑋𝑋𝑋 ：積

𝑎𝑎𝑎𝑎 ：スカラー倍（スカラー積）

𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 ：線形和（線形結合）

Lecture 6    標本抽出と正規分布 確率変数の和と積

確率変数の和と積



定理

確率変数 𝑋𝑋,𝑌𝑌 と定数 𝑎𝑎 に対して
（１）𝐸𝐸 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑋𝑋

（２） 𝐸𝐸 𝑋𝑋 + 𝑌𝑌 = 𝐸𝐸 𝑋𝑋 + 𝐸𝐸 𝑌𝑌

（平均値の線形性）

Lecture 6    標本抽出と正規分布 確率変数の和と積

例 （１）𝑋𝑋 をサイコロの目とすると,

𝐸𝐸 𝑋𝑋 =
1
6

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 = 3.5

𝑌𝑌 をサイコロの目を 10 倍して与えられる点数とすると,

𝐸𝐸 𝑌𝑌 = 𝐸𝐸 10𝑋𝑋 = 10𝐸𝐸 𝑋𝑋 = 10 × 3.5 = 35



定理

確率変数 𝑋𝑋,𝑌𝑌 と定数 𝑎𝑎 に対して
（１）𝐸𝐸 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑋𝑋

（２） 𝐸𝐸 𝑋𝑋 + 𝑌𝑌 = 𝐸𝐸 𝑋𝑋 + 𝐸𝐸 𝑌𝑌

（平均値の線形性）

Lecture 6    標本抽出と正規分布 確率変数の和と積

例 （２）サイコロとコインを同時に投げて, 
𝑋𝑋 をサイコロの目, 𝑌𝑌 をコインの表(1)裏(0)すると,

𝐸𝐸 𝑋𝑋 =
1
6

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 = 3.5

𝑍𝑍 をサイコロの目とコインを合わせた点数とすると,

𝐸𝐸 𝑍𝑍 = 𝐸𝐸 𝑋𝑋 + 𝑌𝑌 = 𝐸𝐸 𝑋𝑋 + 𝐸𝐸 𝑌𝑌 = 3.5 + 0.5 = 4

𝐸𝐸 𝑌𝑌 =
1
2

0 + 1 = 0.5



証明 離散型の場合を扱う（連続型では積分が必要）

𝐸𝐸 𝑎𝑎𝑎𝑎 = �𝑎𝑎𝑥𝑥𝑖𝑖𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥𝑖𝑖

（１） 𝑋𝑋 の取りうる値が 𝑥𝑥𝑖𝑖 なら 𝑎𝑎𝑎𝑎 の取りうる値は 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖

= 𝑎𝑎 �𝑥𝑥𝑖𝑖𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑋𝑋

Lecture 6    標本抽出と正規分布 確率変数の和と積

𝐸𝐸 𝑋𝑋 + 𝑌𝑌 = �(𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑦𝑦𝑗𝑗)𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑌𝑌 = 𝑦𝑦𝑗𝑗

（２） 𝑋𝑋,𝑌𝑌 の取りうる値が 𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑦𝑦𝑗𝑗 なら 𝑋𝑋 + 𝑌𝑌 の取りうる値は 𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑦𝑦𝑗𝑗

= �𝑥𝑥𝑖𝑖𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑌𝑌 = 𝑦𝑦𝑗𝑗 + �𝑦𝑦𝑗𝑗𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑌𝑌 = 𝑦𝑦𝑗𝑗

第１項は,

�
𝑖𝑖,𝑗𝑗

𝑥𝑥𝑖𝑖𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑌𝑌 = 𝑦𝑦𝑗𝑗 = �
𝑖𝑖

𝑥𝑥𝑖𝑖�
𝑗𝑗

𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑌𝑌 = 𝑦𝑦𝑗𝑗 = �
𝑖𝑖

𝑥𝑥𝑖𝑖𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝐸𝐸 𝑋𝑋

第２項も同様に変形して, 𝐸𝐸 𝑋𝑋 + 𝑌𝑌 = 𝐸𝐸 𝑋𝑋 + 𝐸𝐸 𝑌𝑌

平均値の定義

𝐸𝐸 𝑋𝑋 = �𝑥𝑥𝑖𝑖𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥𝑖𝑖



定理 確率変数 𝑋𝑋,𝑌𝑌 と定数 𝑎𝑎 に対して,
（１）𝑉𝑉 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑎𝑎2𝑉𝑉 𝑋𝑋

（２）𝑉𝑉 𝑋𝑋 + 𝑌𝑌 = 𝑉𝑉 𝑋𝑋 + 𝑉𝑉 𝑌𝑌 + 2Cov 𝑋𝑋,𝑌𝑌

ただし, Cov 𝑋𝑋,𝑌𝑌 = 𝐸𝐸 𝑋𝑋𝑋𝑋 − 𝐸𝐸 𝑋𝑋 𝐸𝐸 𝑌𝑌 を共分散という.

Lecture 6    標本抽出と正規分布 確率変数の和と積

𝑉𝑉 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝐸𝐸 𝑎𝑎𝑎𝑎 2 − 𝐸𝐸 𝑎𝑎𝑎𝑎 2

= 𝐸𝐸 𝑎𝑎2𝑋𝑋2 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑋𝑋 2

= 𝑎𝑎2𝐸𝐸 𝑋𝑋2 − 𝑎𝑎2𝐸𝐸 𝑋𝑋 2

= 𝑎𝑎2 𝐸𝐸 𝑋𝑋2 − 𝐸𝐸 𝑋𝑋 2

（１）

= 𝑎𝑎2𝑉𝑉 𝑋𝑋

分散公式

𝑉𝑉 𝑋𝑋 = 𝐸𝐸 𝑋𝑋2 − 𝐸𝐸 𝑋𝑋 2

証明



定理 確率変数 𝑋𝑋,𝑌𝑌 と定数 𝑎𝑎 に対して,
（１）𝑉𝑉 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑎𝑎2𝑉𝑉 𝑋𝑋

（２）𝑉𝑉 𝑋𝑋 + 𝑌𝑌 = 𝑉𝑉 𝑋𝑋 + 𝑉𝑉 𝑌𝑌 + 2Cov 𝑋𝑋,𝑌𝑌

ただし, Cov 𝑋𝑋,𝑌𝑌 = 𝐸𝐸 𝑋𝑋𝑋𝑋 − 𝐸𝐸 𝑋𝑋 𝐸𝐸 𝑌𝑌 を共分散という.

Lecture 6    標本抽出と正規分布 確率変数の和と積

証明 𝑉𝑉 𝑋𝑋 + 𝑌𝑌 = 𝐸𝐸 𝑋𝑋 + 𝑌𝑌 2 − 𝐸𝐸 𝑋𝑋 + 𝑌𝑌 2

= 𝐸𝐸 𝑋𝑋2 + 2𝑋𝑋𝑋𝑋 + 𝑌𝑌2 − 𝐸𝐸 𝑋𝑋 + 𝐸𝐸 𝑌𝑌 2

= 𝐸𝐸 𝑋𝑋2 + 2𝐸𝐸 𝑋𝑋𝑋𝑋 + 𝐸𝐸 𝑌𝑌2

= 𝑉𝑉 𝑋𝑋 + 𝑉𝑉 𝑌𝑌 + 2Cov 𝑋𝑋,𝑌𝑌

（２）

= 𝑉𝑉 𝑋𝑋 + 𝑉𝑉 𝑌𝑌 + 2 𝐸𝐸 𝑋𝑋𝑋𝑋 − 𝐸𝐸 𝑋𝑋 𝐸𝐸 𝑌𝑌

−𝐸𝐸 𝑋𝑋 2 − 2𝐸𝐸 𝑋𝑋 𝐸𝐸 𝑌𝑌 − 𝐸𝐸 𝑌𝑌 2

分散公式

𝑉𝑉 𝑋𝑋 = 𝐸𝐸 𝑋𝑋2 − 𝐸𝐸 𝑋𝑋 2



定理
確率変数 𝑋𝑋,𝑌𝑌 が独立であれば, 
（１）𝐸𝐸 𝑋𝑋𝑋𝑋 = 𝐸𝐸 𝑋𝑋 𝐸𝐸 𝑌𝑌

（２）𝑉𝑉 𝑋𝑋 + 𝑌𝑌 = 𝑉𝑉 𝑋𝑋 + 𝑉𝑉 𝑌𝑌

（独立な確率変数）

Lecture 6    標本抽出と正規分布 確率変数の和と積

例 サイコロ2回投げて出た目を 𝑋𝑋,𝑌𝑌 とすると,

𝐸𝐸 𝑋𝑋 = 𝐸𝐸 𝑌𝑌 =
1
6

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 = 3.5

𝑍𝑍 をサイコロ2回投げて出た目の積とすると,

𝐸𝐸 𝑍𝑍 = 𝐸𝐸 𝑋𝑋𝑌𝑌 = 𝐸𝐸 𝑋𝑋 𝐸𝐸 𝑌𝑌 = 3.5 × 3.5 = 12.25



証明 離散型の場合を扱う（連続型では積分が必要）

𝐸𝐸 𝑋𝑋𝑋𝑋 = �𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑗𝑗𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑌𝑌 = 𝑦𝑦𝑗𝑗

（１） 𝑋𝑋,𝑌𝑌 の取りうる値が 𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑦𝑦𝑗𝑗 なら 𝑋𝑋𝑋𝑋 の取りうる値は 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑗𝑗

= �𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑗𝑗𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑃𝑃 𝑌𝑌 = 𝑦𝑦𝑗𝑗

= �𝑥𝑥𝑖𝑖𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 �𝑦𝑦𝑗𝑗𝑃𝑃 𝑌𝑌 = 𝑦𝑦𝑗𝑗 = 𝐸𝐸 𝑋𝑋 𝐸𝐸 𝑌𝑌

𝑋𝑋,𝑌𝑌 の独立性

Lecture 6    標本抽出と正規分布 確率変数の和と積

確率変数の和の分散 𝑉𝑉 𝑋𝑋 + 𝑌𝑌 = 𝑉𝑉 𝑋𝑋 + 𝑉𝑉 𝑌𝑌 + 2Cov 𝑋𝑋,𝑌𝑌

共分散 Cov 𝑋𝑋,𝑌𝑌 = 𝐸𝐸 𝑋𝑋𝑋𝑋 − 𝐸𝐸 𝑋𝑋 𝐸𝐸 𝑌𝑌

𝑋𝑋,𝑌𝑌 が独立であれば, 𝐸𝐸 𝑋𝑋𝑋𝑋 = 𝐸𝐸 𝑋𝑋 𝐸𝐸 𝑌𝑌 なので,

（２）

Cov 𝑋𝑋,𝑌𝑌 = 0

よって, 𝑉𝑉 𝑋𝑋 + 𝑌𝑌 = 𝑉𝑉 𝑋𝑋 + 𝑉𝑉 𝑌𝑌



定理 ２つの正規確率変数 𝑋𝑋~𝑁𝑁 𝜇𝜇1,𝜎𝜎12 , 𝑌𝑌~𝑁𝑁 𝜇𝜇2,𝜎𝜎22 が独立であるとする.
このとき, 定数 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 に対して, 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 も正規確率変数であって,

 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏の分布が正規分布になることを証明するには, 密度関数の積分を扱う必要がある
（参考書等を見よ）

 ここでは, 平均値と分散だけを確認しておく.

𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 ~ 𝑁𝑁 𝑎𝑎𝜇𝜇1 + 𝑏𝑏𝜇𝜇2, 𝑎𝑎2𝜎𝜎12+𝑏𝑏2𝜎𝜎22

𝐸𝐸 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 = 𝐸𝐸 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝐸𝐸 𝑏𝑏𝑏𝑏 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑋𝑋 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 𝑌𝑌 = 𝑎𝑎𝜇𝜇1 + 𝑏𝑏𝜇𝜇2

𝑉𝑉 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 = 𝑉𝑉 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑉𝑉 𝑏𝑏𝑏𝑏 = 𝑎𝑎2𝑉𝑉 𝑋𝑋 + 𝑏𝑏2𝑉𝑉 𝑌𝑌 = 𝑎𝑎2𝜎𝜎12 + 𝑏𝑏2𝜎𝜎22

Lecture 6    標本抽出と正規分布 確率変数の和と積

正規確率変数の線形結合



標本
𝑋𝑋1,𝑋𝑋2 , … ,𝑋𝑋𝑛𝑛

母集団
母平均 𝜇𝜇
母分散 𝜎𝜎2

無作為
復元抽出

𝑋𝑋1,𝑋𝑋2 , … ,𝑋𝑋𝑛𝑛 は確率変数になる

【重要】 �𝑋𝑋 も確率変数である

（無作為標本ともいう）

標本平均は確率変数である
Lecture 6    標本抽出と正規分布 標本平均の分布

�𝑋𝑋 =
1
𝑛𝑛
�
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑋𝑋𝑘𝑘
標本平均

 平均値や分散は？
 確率分布は？



𝐸𝐸 �𝑋𝑋 = 𝐸𝐸
1
𝑛𝑛
�
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑋𝑋𝑘𝑘

Lecture 6    標本抽出と正規分布 標本平均の分布

=
1
𝑛𝑛
𝐸𝐸 �

𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑋𝑋𝑘𝑘 =
1
𝑛𝑛
�
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝐸𝐸 𝑋𝑋𝑘𝑘 =
1
𝑛𝑛
�
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝜇𝜇 = 𝜇𝜇

𝑉𝑉 �𝑋𝑋 = 𝑉𝑉
1
𝑛𝑛
�
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑋𝑋𝑘𝑘 =
1
𝑛𝑛2
𝑉𝑉 �

𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑋𝑋𝑘𝑘 =
1
𝑛𝑛2

�
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑉𝑉 𝑋𝑋𝑘𝑘 =
1
𝑛𝑛2

�
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝜎𝜎2 =
𝜎𝜎2

𝑛𝑛

証明

標本平均の平均値と分散
母平均 𝜇𝜇,  母分散 𝜎𝜎2の母集団から取り出した大きさ 𝑛𝑛の無作為標本

𝑋𝑋1,𝑋𝑋2 , … ,𝑋𝑋𝑛𝑛の標本平均 �𝑋𝑋 =
1
𝑛𝑛 �

𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑋𝑋𝑘𝑘

定理

に対して, 

𝐸𝐸 �𝑋𝑋 = 𝜇𝜇 𝑉𝑉 �𝑋𝑋 =
𝜎𝜎2

𝑛𝑛平均値： 分散：



�𝑋𝑋 =
1
𝑛𝑛 �

𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑋𝑋𝑘𝑘

標本平均

定理 正規母集団 𝑁𝑁 𝜇𝜇,𝜎𝜎2 から取り出した 𝑛𝑛個の無作為標本の
標本平均 �𝑋𝑋の分布は,

�𝑋𝑋 ~ 𝑁𝑁 𝜇𝜇, 𝜎𝜎
2

𝑛𝑛

標本
𝑋𝑋1,𝑋𝑋2 , … ,𝑋𝑋𝑛𝑛

正規母集団
𝑁𝑁 𝜇𝜇,𝜎𝜎2 無作為復元抽出

Lecture 6    標本抽出と正規分布 標本平均の分布

標本平均の分布（正規母集団の場合）



�𝑋𝑋 ~𝑁𝑁 𝜇𝜇,
𝜎𝜎2
𝑛𝑛

標本平均の分布

𝑥𝑥𝜇𝜇

𝑋𝑋𝑘𝑘 ~ 𝑁𝑁 𝜇𝜇,𝜎𝜎2

𝑥𝑥𝜇𝜇

母集団分布

�𝑋𝑋 =
1
𝑛𝑛 �

𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑋𝑋𝑘𝑘

標本平均

標本
𝑋𝑋1,𝑋𝑋2 , … ,𝑋𝑋𝑛𝑛

正規母集団
𝑁𝑁 𝜇𝜇,𝜎𝜎2 無作為復元抽出

Lecture 6    標本抽出と正規分布 標本平均の分布

標本平均の分布（正規母集団の場合）



�𝑋𝑋 ≈ 𝑁𝑁 𝜇𝜇,
𝜎𝜎2
𝑛𝑛

標本平均の分布

𝑥𝑥𝜇𝜇

母集団分布

𝑥𝑥𝜇𝜇

母平均 𝜇𝜇
母分散 𝜎𝜎2

𝑋𝑋𝑘𝑘 ~母集団分布

大きな 𝑛𝑛で近似
的に成り立つ

Lecture 6    標本抽出と正規分布 標本平均の分布

�𝑋𝑋 =
1
𝑛𝑛 �

𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑋𝑋𝑘𝑘

標本平均

標本
𝑋𝑋1,𝑋𝑋2 , … ,𝑋𝑋𝑛𝑛

一般の母集団
𝜇𝜇,𝜎𝜎2 無作為復元抽出

標本平均の分布（一般の母集団の場合）



�𝑋𝑋 ≈ 𝑁𝑁 𝜇𝜇, 𝜎𝜎
2

𝑛𝑛
𝑛𝑛 → ∞

Lecture 6    標本抽出と正規分布 中心極限定理

母平均 𝜇𝜇,  母分散 𝜎𝜎2のいっぱんの母集団から取り出した大きさ 𝑛𝑛の

無作為標本 𝑋𝑋1,𝑋𝑋2 , … ,𝑋𝑋𝑛𝑛の標本平均 �𝑋𝑋 =
1
𝑛𝑛 �

𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑋𝑋𝑘𝑘

定理

に対して, 

𝑛𝑛が大きいときは近似的に,

 二項母集団のとき：ベルヌーイ,  ド・モアブル, ...

 一般の母集団：ラプラス（高度な微積分）

中心極限定理（CLT）



Lecture 6    標本抽出と正規分布 中心極限定理

分布の特性関数
≈フーリエ変換 ≈ラプラス変換 ≈連続分布に対する母関数

𝜑𝜑𝑋𝑋 𝑡𝑡 = �
−∞

+∞
𝑓𝑓𝑋𝑋 𝑥𝑥 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝐸𝐸 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜑𝜑 𝑡𝑡 =
1
2𝜋𝜋

�
−∞

+∞
𝑒𝑒−𝑥𝑥2/2𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑒𝑒−𝑡𝑡2/2

特性関数は分布を一意的に決める

標準正規分布 𝑁𝑁 0,1 の特性関数
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証明 標本平均 �𝑋𝑋 の標準化 𝑍𝑍

𝜑𝜑𝑍𝑍 𝑡𝑡 = 𝐸𝐸 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑍𝑍 =
�𝑋𝑋 − 𝜇𝜇
𝜎𝜎/ 𝑛𝑛

=
1
𝑛𝑛
�
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛
𝑋𝑋𝑘𝑘 − 𝜇𝜇
𝜎𝜎

=
1
𝑛𝑛
�
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑍𝑍𝑘𝑘

𝐸𝐸 𝑒𝑒
𝑖𝑖𝑖𝑖𝑍𝑍𝑘𝑘𝑛𝑛 = 𝐸𝐸 1 + 𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑍𝑍𝑘𝑘
𝑛𝑛

+
1
2

𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑍𝑍𝑘𝑘
𝑛𝑛

2

+ 𝑜𝑜
1
𝑛𝑛

𝐸𝐸 𝑍𝑍𝑘𝑘 = 0 𝑉𝑉 𝑍𝑍𝑘𝑘 = 𝐸𝐸 𝑍𝑍𝑘𝑘2 = 1

𝜑𝜑𝑍𝑍 𝑡𝑡 = 1 −
𝑡𝑡2

2𝑛𝑛
+ 𝑜𝑜

1
𝑛𝑛

𝑛𝑛

→ 𝑒𝑒−𝑡𝑡2/2

これは標準正規分布 𝑁𝑁 0,1 の特性関数

𝑍𝑍 の分布 → 𝑁𝑁 0,1

標準化 𝑍𝑍 の特性関数

= 𝐸𝐸 �
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑒𝑒
𝑖𝑖𝑖𝑖𝑍𝑍𝑘𝑘𝑛𝑛

= �
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝐸𝐸 𝑒𝑒
𝑖𝑖𝑖𝑖𝑍𝑍𝑘𝑘𝑛𝑛

= 1 + 0 −
𝑡𝑡2

2𝑛𝑛
+ 𝑜𝑜

1
𝑛𝑛

𝑛𝑛 → ∞

𝑛𝑛 → ∞

𝑍𝑍 ≈ 𝑁𝑁 0,1

�𝑋𝑋 ≈ 𝑁𝑁 𝜇𝜇,
𝜎𝜎2

𝑛𝑛



サイコロを 50 回振るとき, 出目の平均値 �𝑋𝑋 はどのような分布に従う
と考えられるか.

例題 6.1
Lecture 6    標本抽出と正規分布 中心極限定理



サイコロを 50 回振るとき, 出目の平均値 �𝑋𝑋 はどのような分布に従う
と考えられるか.

例題 6.1

𝜇𝜇 =
7
2 𝜎𝜎2 =

35
12 𝜇𝜇

標本平均の分布

Lecture 6    標本抽出と正規分布 中心極限定理

標本
𝑋𝑋1,𝑋𝑋2 , … ,𝑋𝑋𝑛𝑛

母集団
母平均 𝜇𝜇
母分散 𝜎𝜎2

無作為復元抽出

𝑋𝑋𝑘𝑘 ~母集団分布

�𝑋𝑋 =
1
𝑛𝑛
�
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑋𝑋𝑘𝑘

標本平均

�𝑋𝑋 ≈ 𝑁𝑁 𝜇𝜇, 𝜎𝜎
2

𝑛𝑛

𝑥𝑥

= 𝑁𝑁
7
2 ,

35
12𝑛𝑛

= 𝑁𝑁
7
2 ,

35
600



二項分布 𝐵𝐵(𝑛𝑛,𝑝𝑝) は, 𝑛𝑛 が大きいとき, 同じ平均値と分散をもつ正規分布
𝑁𝑁(𝑛𝑛𝑛𝑛 ,𝑛𝑛𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝)) で近似できる．

（ドモアブル-ラプラス）定理

Lecture 6    標本抽出と正規分布 中心極限定理

二項分布の正規分布近似

𝑍𝑍1,𝑍𝑍2,⋯ ,𝑍𝑍𝑛𝑛,⋯ : ベルヌーイ試行列. 平均値 = 𝑝𝑝,   分散 = 𝑝𝑝(1 − 𝑝𝑝)

𝑋𝑋𝑛𝑛 = 𝑍𝑍1 + 𝑍𝑍2 + ⋯+ 𝑍𝑍𝑛𝑛 ~ 𝐵𝐵(𝑛𝑛, 𝑝𝑝) これは定義！

�
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑍𝑍𝑘𝑘 ≈ 𝑁𝑁 𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑛𝑛𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝)
一方,  CLT により，

𝐵𝐵(𝑛𝑛,𝑝𝑝) ≈ 𝑁𝑁 𝑛𝑛𝑛𝑛,𝑛𝑛𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝)したがって，

証明



公平なコインを400回投げたとき,  表が225回以上出る確率を求めよ.例題 6.2

Lecture 6    標本抽出と正規分布 中心極限定理



公平なコインを400回投げたとき,  表が225回以上出る確率を求めよ.

𝑋𝑋 ∶表の枚数 𝑋𝑋 ~ 𝐵𝐵(400,0.5) ≈ 𝑁𝑁 200, 102

𝑃𝑃 𝑋𝑋 ≥ 225 = 𝑃𝑃 𝑋𝑋 ≥ 224.5

= 𝑃𝑃
𝑋𝑋 − 200

10
≥

224.5 − 200
10

= 𝑃𝑃 𝑍𝑍 ≥ 2.45

= 0.5 − 0.4929 = 0.0071

例題 6.2

連続補正（半目補正）

Lecture 6    標本抽出と正規分布 中心極限定理



𝑍𝑍 =
�𝑋𝑋 − 𝜇𝜇
𝜎𝜎/ 𝑛𝑛

≈ 𝑁𝑁 0,1

�𝑋𝑋 の標準化（𝑧𝑧-変換）

1
𝑛𝑛
�
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛
𝑋𝑋𝑘𝑘 − 𝜇𝜇
𝜎𝜎 ≈ 𝑁𝑁 0,1

�
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑋𝑋𝑘𝑘 − 𝑛𝑛𝜇𝜇 ≈ 𝑁𝑁 0,𝑛𝑛𝜎𝜎2

�
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑋𝑋𝑘𝑘 ≈ 𝑁𝑁 𝑛𝑛𝜇𝜇,𝑛𝑛𝜎𝜎2

�𝑋𝑋 =
1
𝑛𝑛
�
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑋𝑋𝑘𝑘 ≈ 𝑁𝑁 𝜇𝜇,
𝜎𝜎2

𝑛𝑛

定理

一般の母集団から取り出した 𝑛𝑛個の無作
為標本の標本平均 �𝑋𝑋の分布は, 𝑛𝑛が大き
いときは近似的に,

（中心極限定理＝CLT）

1
𝑛𝑛
�
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑍𝑍𝑘𝑘 ≈ 𝑁𝑁 0,1

𝑍𝑍𝑘𝑘 =
𝑋𝑋𝑘𝑘 − 𝜇𝜇
𝜎𝜎

𝐸𝐸 𝑍𝑍𝑘𝑘 = 0, 𝑉𝑉 𝑍𝑍𝑘𝑘 = 1

（標準化）

よく使う変形
Lecture 6    標本抽出と正規分布 中心極限定理

中心極限定理（CLT）の変形



𝑍𝑍1,𝑍𝑍2,⋯ ,𝑍𝑍𝑛𝑛,⋯ : 独立同分布な確率変数列
それぞれの平均値 = 𝜇𝜇,   分散 = 𝜎𝜎2

𝑍𝑍1 𝑍𝑍2 𝑍𝑍3 𝑍𝑍4 𝑍𝑍𝑛𝑛⋯

𝑆𝑆𝑛𝑛 = �
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑍𝑍𝑘𝑘

実世界の揺らぎは細かい誤差の集積

CLTによって, 

𝑆𝑆𝑛𝑛 − 𝑛𝑛𝜇𝜇 = 𝑆𝑆𝑛𝑛 − 𝐸𝐸 𝑆𝑆𝑛𝑛 ≈ 𝑁𝑁 0,𝑛𝑛𝜎𝜎2

つまり, 𝑆𝑆𝑛𝑛 は平均値のまわりに正規分布に従って分布する

Lecture 6    標本抽出と正規分布 中心極限定理



定理
母平均 𝜇𝜇 ,  母分散 𝜎𝜎2 の一般の母集団から取り出した 𝑛𝑛 個の無作為
標本の標本平均 �𝑋𝑋 の分布は, 𝑛𝑛 が大きいときは近似的に, 

�𝑋𝑋 ≈ 𝑁𝑁 𝜇𝜇, 𝜎𝜎
2

𝑛𝑛
𝑛𝑛 → ∞

（中心極限定理＝CLT）

𝑛𝑛 → ∞で分散がゼロになるので, 揺らぎが消えて 𝜇𝜇 に収束することが示唆
される. このことは, 次のように数学の定理として証明される（やや高度）

𝑃𝑃 lim
𝑛𝑛→∞

1
𝑛𝑛�
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑋𝑋𝑘𝑘 = 𝜇𝜇 = 1

定理
母平均 𝜇𝜇 の一般の母集団から取り出した 𝑛𝑛 個の無作為標本の標本
平均 �𝑋𝑋 について, 

（大数の法則＝LLN）

Lecture 6    標本抽出と正規分布 大数の法則

大数の法則 (LLN)



コイン投げ： 𝑍𝑍1,𝑍𝑍2,⋯ ,𝑍𝑍𝑛𝑛 ,⋯

𝑍𝑍𝑘𝑘 = 1 (表のとき),     𝑍𝑍𝑘𝑘 = 0 (裏のとき), 

母平均と母分散（＝ 𝑍𝑍𝑘𝑘の平均値と分散）

𝜇𝜇 = 𝐸𝐸 𝑍𝑍𝑘𝑘 = 1 ×
1
2

+ 0 ×
1
2

=
1
2

𝑇𝑇𝑛𝑛 =
1
𝑛𝑛
�
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑍𝑍𝑘𝑘 ~ 𝑁𝑁 𝜇𝜇,
𝜎𝜎2

𝑛𝑛
= 𝑁𝑁

1
2

,
1
4𝑛𝑛

初めの 𝑛𝑛 回の内,  表の回数の相対頻度

𝜎𝜎2 = 𝐸𝐸 𝑍𝑍𝑘𝑘2 − 𝐸𝐸 𝑍𝑍𝑘𝑘 2 = 𝜇𝜇 − 𝜇𝜇2 =
1
4

CLTによって
特に,  確率１で

lim
𝑛𝑛→∞

𝑇𝑇𝑛𝑛 =
1
2

LLN

Jakob Bernoulli (1654-1705)

Lecture 6    標本抽出と正規分布 大数の法則

コイン投げのシミュレーション



𝑇𝑇𝑛𝑛 =
1
𝑛𝑛
�
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑍𝑍𝑘𝑘

1 ≤ 𝑛𝑛 ≤ 1000

Lecture 6    標本抽出と正規分布 大数の法則

1 ≤ 𝑛𝑛 ≤ 10000



Lecture 6
標本抽出と正規分布

おわり



Lecture 7

点推定



母集団

母集団分布
𝜃 を標本 𝑋1, 𝑋2 , … , 𝑋𝑛 を用いて

何らかの合理的な計算で求める.

母数 𝜃＝母集団の統計量

平均値,  分散,  そのほか

実際に知りたいのは, 

 𝜃 = 𝑇 𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛

 𝜃 を母数 𝜃 の推定量という
標本

𝑋1, 𝑋2 , … , 𝑋𝑛

無作為
復元抽出

推定量（estimator）

推定量：確率変数
推定値：データから計算される数値

Lecture 7    点推定 推定量



母平均の推定

標本
𝑋1, 𝑋2 , … , 𝑋𝑛

無作為
復元抽出

母集団

母平均 𝜇

母分散 𝜎2

 標本 𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛 は母集団分布に従う

独立同分布(iid)な確率変数列

 標本平均  𝑋 は確率変数である

sample 1:   
𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, ⋯ , 𝑥𝑛 →  𝑥

sample 2:   
𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, ⋯ , 𝑦𝑛 →  𝑦

 𝑥  𝑦

母平均 𝜇

標本平均  𝑋 =
1

𝑛
 

𝑘=1

𝑛

𝑋𝑘

Lecture 7    点推定 母平均の推定



𝐸𝐸 �𝑋𝑋 = µ , 𝑉𝑉 �𝑋𝑋 =
𝜎𝜎2

𝑛𝑛

母平均 𝜇𝜇, 母分散 𝜎𝜎2 の母集団から取り出され
た 𝑛𝑛 個の無作為標本の標本平均 �𝑋𝑋 の平均値と
分散は

不偏性： �𝑋𝑋 は 𝜇𝜇 の推定量として合理的である

母平均の推定
Lecture 7    点推定 母平均の推定

標本
𝑋𝑋1,𝑋𝑋2 , … ,𝑋𝑋𝑛𝑛

無作為
復元抽出

母集団
母平均 𝜇𝜇
母分散 𝜎𝜎2

標本平均 �𝑋𝑋 =
1
𝑛𝑛
�
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑋𝑋𝑘𝑘

 標本 𝑋𝑋1,𝑋𝑋2,⋯ ,𝑋𝑋𝑛𝑛 は母集団分布に従う
独立同分布(iid)な確率変数列

 標本平均 �𝑋𝑋 は確率変数である

定理（再録）



sample 1:   
𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛 → 𝑡

sample 2:   
𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑛 → 𝑡′

𝑡

母数 𝜃

𝑡′

標本

𝑋1, 𝑋2 , … , 𝑋𝑛

無作為
復元抽出

母集団

母数 𝜃

不偏推定量

推定量

 𝜃 = 𝑇 𝑋1 , 𝑋2 , ⋯ , 𝑋𝑛

 推定量  𝜃 = 𝑇 は確率変数である

推定量 𝑇 が 𝑬 𝑻 = 𝜽 を満たすとき, 

その推定量を不偏推定量という.

定 義

Lecture 7    点推定 不偏推定量

= 𝑇



例 題 7.1 母平均 𝜇, 母分散 𝜎2 の母集団から取り出された無作為標本を

𝑋1, 𝑋2 , … , 𝑋𝑛 とする.

 𝑋 =
1

𝑛
 

𝑘=1

𝑛

𝑋𝑘（１）標本平均 は母平均 µ の不偏推定量である.

𝑇 =  

𝑘=1

𝑛

𝑐𝑘𝑋𝑘（２）加重平均 も母平均 µ の不偏推定量である.

ただし,  𝑐𝑘 ≥ 0 かつ  𝑐𝑘 = 1

Lecture 7    点推定 例題



例 題 7.1 母平均 𝜇, 母分散 𝜎2 の母集団から取り出された無作為標本を

𝑋1, 𝑋2 , … , 𝑋𝑛 とする.

 𝑋 =
1

𝑛
 

𝑘=1

𝑛

𝑋𝑘（１）標本平均 は母平均 µ の不偏推定量である.

𝐸  𝑋 = 𝐸
1

𝑛
 

𝑘=1

𝑛

𝑋𝑘

（１）

Lecture 7    点推定 例題

𝐸  𝑋 = 𝜇 を示せばよい. 簡単である:

=
1

𝑛
 

𝑘=1

𝑛

𝐸 𝑋𝑘 =
1

𝑛
 

𝑘=1

𝑛

𝜇 = 𝜇



例 題 7.1 母平均 𝜇, 母分散 𝜎2 の母集団から取り出された無作為標本を

𝑋1, 𝑋2 , … , 𝑋𝑛 とする.

 𝑋 =
1

𝑛
 

𝑘=1

𝑛

𝑋𝑘（１）標本平均 は母平均 µ の不偏推定量である.

𝑇 =  

𝑘=1

𝑛

𝑐𝑘𝑋𝑘（２）加重平均 も母平均 µ の不偏推定量である.

ただし,  𝑐𝑘 ≥ 0 かつ  𝑐𝑘 = 1

Lecture 7    点推定 例題

※ 等加重 𝑐𝑘 =
1

𝑛
の場合が標本平均

𝐸 𝑇 = 𝐸  

𝑘=1

𝑛

𝑐𝑘𝑋𝑘

（２）平均値の線形性を用いるだけ.

=  

𝑘=1

𝑛

𝑐𝑘 𝐸 𝑋𝑘 =  

𝑘=1

𝑛

𝑐𝑘 𝜇 = 𝜇  

𝑘=1

𝑛

𝑐𝑘 = 𝜇



𝑋1, 𝑋2 , … , 𝑋𝑛 は独立で同一分布に従う観測で, その平均は 𝐸 𝑋𝑖 = 𝜇,

分散は 𝑉 𝑋𝑖 = 𝜎2 であるとする. 定数 𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛 を係数とする観測

の線形関数 𝑇 = 𝑐1𝑋1 +⋯+ 𝑐𝑛𝑋𝑛 を考える.

（１）𝑇 が 𝜇 の不偏推定量であるために, 定数 𝑐1, ⋯ , 𝑐𝑛 の満たすべき条件を求めよ.

（２）線形不偏推定量の中で, 分散を最小にする定数 𝑐1, ⋯ , 𝑐𝑛 を求めよ.

(1) [平均値の線形性] 確率変数 𝑋, 𝑌 と 定数 𝑎, 𝑏 に対して

𝐸 𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 = 𝑎𝐸 𝑋 + 𝑏𝐸 𝑌

[ヒント]

(2) [分散の加法性] 独立な確率変数 𝑋, 𝑌 と 定数 𝑎, 𝑏 に対して

𝑉 𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 = 𝑎2 𝑉 𝑋 + 𝑏2 𝑉 𝑌

例 題 7.2

【演習 10分】

Lecture 7    点推定 不偏推定量



𝑋1, 𝑋2 , … , 𝑋𝑛 は独立で同一分布に従う観測で, その平均は 𝐸 𝑋𝑖 = 𝜇,

分散は 𝑉 𝑋𝑖 = 𝜎2 であるとする. 定数 𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛 を係数とする観測

の線形関数 𝑇 = 𝑐1𝑋1 +⋯+ 𝑐𝑛𝑋𝑛 を考える.

（１）𝑇 が 𝜇 の不偏推定量であるために, 定数 𝑐1, ⋯ , 𝑐𝑛 の満たすべき条件を求めよ.

（２）線形不偏推定量の中で, 分散を最小にする定数 𝑐1, ⋯ , 𝑐𝑛 を求めよ.

例 題 7.2

Lecture 7    点推定 不偏推定量

𝐸 𝑇 = 𝐸 𝑐1𝑋1 +⋯+ 𝑐𝑛𝑋𝑛

= 𝑐1𝜇 +⋯+ 𝑐𝑛𝜇

（１）

= 𝑐1𝐸 𝑋1 +⋯+ 𝑐𝑛𝐸 𝑋𝑛

= 𝑐1 +⋯+ 𝑐𝑛 𝜇

𝑐1 +⋯+ 𝑐𝑛=1 

※ このとき 𝑇 を加重平均という

𝐸 𝑇 = 𝜇 となるのは

のときである.



𝑋1, 𝑋2 , … , 𝑋𝑛 は独立で同一分布に従う観測で, その平均は 𝐸 𝑋𝑖 = 𝜇,

分散は 𝑉 𝑋𝑖 = 𝜎2 であるとする. 定数 𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛 を係数とする観測

の線形関数 𝑇 = 𝑐1𝑋1 +⋯+ 𝑐𝑛𝑋𝑛 を考える.

（１）𝑇 が 𝜇 の不偏推定量であるために, 定数 𝑐1, ⋯ , 𝑐𝑛 の満たすべき条件を求めよ.

（２）線形不偏推定量の中で, 分散を最小にする定数 𝑐1, ⋯ , 𝑐𝑛 を求めよ.

例 題 7.2

Lecture 7    点推定 不偏推定量

（２） 𝑉 𝑇 = 𝑉 𝑐1𝑋1 +⋯+ 𝑐𝑛𝑋𝑛

= 𝑐1
2𝑉 𝑋1 +⋯+ 𝑐𝑛

2𝑉 𝑋𝑛

= 𝑐1
2 +⋯+ 𝑐𝑛

2 𝜎2

※ 𝑐1 +⋯+ 𝑐𝑛=1 のもとで

𝑐1
2 +⋯+ 𝑐𝑛

2= 𝑉 𝑐1𝑋1 +⋯+ 𝑉 𝑐𝑛𝑋𝑛

の最小値を考える.



※    𝑐𝑐1 + ⋯+ 𝑐𝑐𝑛𝑛=1 のもとで 𝑐𝑐12 + ⋯+ 𝑐𝑐𝑛𝑛2 の最小値を考える.

𝑐𝑐12 + ⋯+ 𝑐𝑐𝑛𝑛2 = 𝑐𝑐1 −
1
𝑛𝑛

2

+ ⋯+ 𝑐𝑐𝑛𝑛 −
1
𝑛𝑛

2

+ 2
1
𝑛𝑛
𝑐𝑐1 + ⋯+ 𝑐𝑐𝑛𝑛 − 𝑛𝑛

1
𝑛𝑛

2

したがって, 𝑐𝑐12 + ⋯+ 𝑐𝑐𝑛𝑛2 は

𝑐𝑐1 = ⋯ = 𝑐𝑐𝑛𝑛 =
1
𝑛𝑛

のとき最小値 1
𝑛𝑛

をとる.

（＊）

Lecture 7    点推定 不偏推定量

= 𝑐𝑐1 −
1
𝑛𝑛

2

+ ⋯+ 𝑐𝑐𝑛𝑛 −
1
𝑛𝑛

2

+
2
𝑛𝑛
−

1
𝑛𝑛

1
𝑛𝑛=

つまり, 𝑇𝑇 = 𝑐𝑐1𝑋𝑋1 + ⋯+ 𝑐𝑐𝑛𝑛𝑋𝑋𝑛𝑛 の分散は（＊）のとき 最小になる．

算術平均
（普通の平均）



不偏推定量の比較

母数 𝐸 𝑇 = 𝜇

 標本平均  𝑋 ,  加重平均 𝑇 ともに母平均 µ の不偏推定量である.

標本平均
 𝑋 =

1

𝑛
 

𝑘=1

𝑛

𝑋𝑘

加重平均
𝑇 =  

𝑘=1

𝑛

𝑐𝑘𝑋𝑘

𝐸  𝑋 = 𝐸 𝑇 = 𝜇

  𝑋 の方が揺らぎが小さい

𝑉  𝑋 ≤ 𝑉 𝑇

⇒  𝑋 の方が推定量として優れている

Lecture 7    点推定 不偏推定量の比較

標本

𝑋1, 𝑋2 , … , 𝑋𝑛

母集団

母平均 𝜇

母分散 𝜎2
無作為復元抽出



不偏推定量の比較

Lecture 7    点推定 不偏推定量の比較

標本

𝑋1, 𝑋2 , … , 𝑋𝑛

母集団

母数 𝜃
無作為復元抽出

２つの不偏推定量

𝑇1 = 𝑇1 𝑋1, 𝑋2 , … , 𝑋𝑛

𝑇2 = 𝑇2 𝑋1, 𝑋2 , … , 𝑋𝑛

 不偏性から 𝐸 𝑇1 = 𝐸 𝑇2 = 𝜃 𝑉 𝑇1 = 𝐸 𝑇1 − 𝜃 2
 分散：

𝑉 𝑇2 = 𝐸 𝑇2 − 𝜃 2

定 義

𝑉 𝑇1 ≤ 𝑉 𝑇2 のとき, 𝑇1 は 𝑇2 より有効

（efficient）であるという．

母数 𝜃



標本分散と不偏分散

 𝑋 =
1

𝑛
 

𝑘=1

𝑛

𝑋𝑘

標本平均 標本分散

𝑆2 =
1

𝑛
 

𝑘=1

𝑛

𝑋𝑘 −  𝑋 2

𝑈2 =
1

𝑛 − 1
 

𝑘=1

𝑛

𝑋𝑘 −  𝑋 2

不偏分散

Lecture 7    点推定 標本分散と不偏分散

標本

𝑋1, 𝑋2 , … , 𝑋𝑛

母集団

母平均 𝜇

母分散 𝜎2
無作為復元抽出



定 理

証明

母平均 𝜇, 母分散 𝜎2 の母集団から取り出された 𝑛 個の無作為標本を

𝑋1 , 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛 とするとき,

計算でわかる（教科書を見よ）

Lecture 7    点推定 標本分散と不偏分散

つまり, 不偏分散は母分散の不偏推定量である.

(1) 標本分散 𝐸 𝑆2 =
𝑛 − 1

𝑛
𝜎2の平均値は

𝑈2 =
1

𝑛 − 1
 

𝑘=1

𝑛

𝑋𝑘 −  𝑋 2(2) 不偏分散 𝐸 𝑈2 = 𝜎2の平均値は

𝑆2 =
1

𝑛
 

𝑘=1

𝑛

𝑋𝑘 −  𝑋 2



1番から順に通し番号がついている戦車が街を巡回している．目撃された番

号が 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3 であったとき,  それらの最大値を 𝑀 = max 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3 とおく．

このとき,  𝑁 =
4

3
𝑀 − 1 は戦車の総数 𝑁 の不偏推定量である．

例 題 7.3 （ドイツ戦車問題）

Lecture 7    点推定 例題



1番から順に通し番号がついている戦車が街を巡回している．目撃された番

号が 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3 であったとき,  それらの最大値を 𝑀 = max 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3 とおく．

このとき,  𝑁 =
4

3
𝑀 − 1 は戦車の総数 𝑁 の不偏推定量である．

𝑃 𝑀 = 𝑘 =

𝑘−1
2
𝑁
3

=
3! 𝑘 − 1 𝑘 − 2

2!𝑁 𝑁 − 1 𝑁 − 2
=

3 𝑘 − 1 𝑘 − 2

𝑁 𝑁 − 1 𝑁 − 2

例 題 7.3 （ドイツ戦車問題）

Lecture 7    点推定 例題

まず, 𝑀 の確率分布を求めて, 𝐸[𝑀] を計算しよう.

𝐸 𝑀 =  

𝑘=1

𝑁

𝑘𝑃 𝑀 = 𝑘 =
3

𝑁 𝑁 − 1 𝑁 − 2
 

𝑘=1

𝑁

𝑘(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)



𝐸 𝑀 =
3

𝑁 𝑁 − 1 𝑁 − 2
 

𝑘=1

𝑁

𝑘(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)

Lecture 7    点推定 例題

【計算のトリック】

 

𝑘=1

𝑁

𝑘(𝑘 − 1)(𝑘 − 2) =
1

4
 

𝑘=1

𝑁

𝑘 + 1 𝑘 𝑘 − 1 𝑘 − 2 − 𝑘(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)(𝑘 − 3)

=
1

4
𝑁 + 1 𝑁 𝑁 − 1 𝑁 − 2

𝐸 𝑀 =
3

𝑁 𝑁 − 1 𝑁 − 2
×
1

4
𝑁 + 1 𝑁 𝑁 − 1 𝑁 − 2 =

3

4
𝑁 + 1

したがって, 

𝑁 について解くと, 𝐸
4

3
𝑀 − 1 = 𝑁. よって,  𝑁 =

4

3
𝑀 − 1 は 𝑁 の不偏推定量.

※ の計算



目撃された番号が 𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛 であったとき,  それらの最大値を

𝑀 = max 𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛

とすれば,   𝑁 = 1 +
1

𝑛
𝑀 − 1 は戦車の総数 𝑁 の不偏推定量である．

例 題 7.3 （ドイツ戦車問題）

Lecture 7    点推定 例題

𝑛 = 3 の場合に倣って確認できる



目撃された番号が 𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛 であったとき,  それらの最大値を

𝑀 = max 𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛

とすれば,   𝑁 = 1 +
1

𝑛
𝑀 − 1 は戦車の総数 𝑁 の不偏推定量である．

Month
Statistical 

estimate

Conventional 

estimate*)
German records 

June 1940 169 1,000 122 

June 1941 244 1,550 271 

August 1942 327 1,550 342 

*) 連合軍情報本部の伝統手法

例 題 7.3 （ドイツ戦車問題）

Lecture 7    点推定 例題



Lecture 7

点推定

おわり



Lecture 8

区間推定



標本
𝑋𝑋1,𝑋𝑋2 , … ,𝑋𝑋𝑛𝑛

無作為
復元抽出

母集団
母平均 𝜇𝜇
母分散 𝜎𝜎2

母平均 𝜇𝜇 の点推定量として

�𝑋𝑋 =
1
𝑛𝑛
�
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑋𝑋𝑘𝑘標本平均

が最も基本的である

理由

𝑃𝑃 lim
𝑛𝑛→∞

�𝑋𝑋 = 𝜇𝜇 = 1

（１） [不偏性]   𝐸𝐸 �𝑋𝑋 = 𝜇𝜇

（２） [一致性]  

大数の法則

母平均の点推定（復習）
Lecture 8      区間推定 母平均の点推定（復習）



sample 1:   
𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3,⋯ , 𝑥𝑥𝑛𝑛 → 𝑥̅𝑥

sample 2:   
𝑦𝑦1,𝑦𝑦2,𝑦𝑦3,⋯ ,𝑦𝑦𝑛𝑛 → �𝑦𝑦

𝑥̅𝑥

※ 得られた標本平均と母平均の差を確率的に評価

母平均 𝜇𝜇

�𝑦𝑦

1回の標本調査で得られる標本平均 𝑥̅𝑥 が
母平均 𝜇𝜇 に近いかどうか全く不明である.

点推定の問題点

信頼性の問題

Lecture 8      区間推定 点推定の問題点

�𝑋𝑋 =
1
𝑛𝑛
�
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑋𝑋𝑘𝑘

標本平均



標本
𝑋𝑋1,𝑋𝑋2 , … ,𝑋𝑋𝑛𝑛

無作為
復元抽出

母集団
母平均 𝜇𝜇
母分散 𝜎𝜎2

�𝑋𝑋 =
1
𝑛𝑛
�
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑋𝑋𝑘𝑘標本平均

標本平均の分布（復習）
Lecture 8      区間推定 標本平均の分布

�𝑋𝑋 ~ 𝑁𝑁 𝜇𝜇,
𝜎𝜎2

𝑛𝑛

（１）正規母集団なら厳密に成り立つ.
（２）一般の母集団なら, 𝑛𝑛 が大きいとき

近似的に成り立つ.

基本：標本平均の分布は

𝑍𝑍 =
�𝑋𝑋 − 𝜇𝜇
𝜎𝜎/ 𝑛𝑛

~ 𝑁𝑁 0,1

以降, 標準化して扱う



標本
𝑋𝑋1,𝑋𝑋2 , … ,𝑋𝑋𝑛𝑛

無作為
復元抽出

母集団
母平均 𝜇𝜇
母分散 𝜎𝜎2

�𝑋𝑋 =
1
𝑛𝑛
�
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑋𝑋𝑘𝑘標本平均

母平均の区間推定

𝑍𝑍 =
�𝑋𝑋 − 𝜇𝜇
𝜎𝜎/ 𝑛𝑛

~ 𝑁𝑁 0,1標準化

𝑍𝑍 ~ 𝑁𝑁 0,1 の意味

0 < 𝛼𝛼 < 1

𝑃𝑃 |𝑍𝑍| ≤ 𝑧𝑧 𝛼𝛼/2 = 1 − 𝛼𝛼

Lecture 8      区間推定 母分散既知の場合

※ 文献によっては
𝒛𝒛 𝜶𝜶 =両側 𝜶𝜶点

両側 𝜶𝜶点= 上側 𝜶𝜶/𝟐𝟐点 = 𝒛𝒛 𝜶𝜶/𝟐𝟐



標本
𝑋𝑋1,𝑋𝑋2 , … ,𝑋𝑋𝑛𝑛

無作為
復元抽出

母集団
母平均 𝜇𝜇
母分散 𝜎𝜎2

�𝑋𝑋 =
1
𝑛𝑛
�
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑋𝑋𝑘𝑘標本平均

母平均の区間推定

𝑍𝑍 =
�𝑋𝑋 − 𝜇𝜇
𝜎𝜎/ 𝑛𝑛

~ 𝑁𝑁 0,1標準化

母平均 𝜇𝜇 は区間 �𝑋𝑋 ± 𝑧𝑧 𝛼𝛼/2 𝜎𝜎
𝑛𝑛

の中に
確率 1 − 𝛼𝛼 で見つかる

Lecture 8      区間推定 母分散既知の場合

⇔ �𝑋𝑋 − 𝑧𝑧 𝛼𝛼/2
𝜎𝜎
𝑛𝑛
≤ 𝜇𝜇 ≤ �𝑋𝑋 + 𝑧𝑧 𝛼𝛼/2

𝜎𝜎
𝑛𝑛

𝑃𝑃 |𝑍𝑍| ≤ 𝑧𝑧 𝛼𝛼/2 = 1 − 𝛼𝛼 を変形する

|𝑍𝑍| ≤ 𝑧𝑧 𝛼𝛼/2

⇔ −𝑧𝑧 𝛼𝛼/2 ≤
�𝑋𝑋 − 𝜇𝜇
𝜎𝜎/ 𝑛𝑛

≤ 𝑧𝑧 𝛼𝛼/2

⇔ −𝑧𝑧 𝛼𝛼/2
𝜎𝜎
𝑛𝑛
≤ �𝑋𝑋 − 𝜇𝜇 ≤ 𝑧𝑧 𝛼𝛼/2

𝜎𝜎
𝑛𝑛



標本
𝑋𝑋1,𝑋𝑋2 , … ,𝑋𝑋𝑛𝑛

無作為
復元抽出

母集団
母平均 𝜇𝜇
母分散 𝜎𝜎2

�𝑋𝑋 =
1
𝑛𝑛
�
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑋𝑋𝑘𝑘標本平均

母平均の区間推定

𝑍𝑍 =
�𝑋𝑋 − 𝜇𝜇
𝜎𝜎/ 𝑛𝑛

~ 𝑁𝑁 0,1標準化

母平均 𝜇𝜇 に対する信頼係数 1 − 𝛼𝛼 の信頼区間

�𝑋𝑋 ± 𝑧𝑧 𝛼𝛼/2
𝜎𝜎
𝑛𝑛

定義：信頼区間

Lecture 8      区間推定 母分散既知の場合

𝑃𝑃 �𝑋𝑋 − 𝑧𝑧 𝛼𝛼/2 𝜎𝜎
𝑛𝑛
≤ 𝜇𝜇 ≤ �𝑋𝑋 + 𝑧𝑧 𝛼𝛼/2 𝜎𝜎

𝑛𝑛
= 1 − 𝛼𝛼

母平均 𝜇𝜇 は区間 �𝑋𝑋 ± 𝑧𝑧 𝛼𝛼/2 𝜎𝜎
𝑛𝑛

の中に
確率 1 − 𝛼𝛼 で見つかる



例 題 8.1

母分散が 𝜎𝜎2 = 52 である正規母集団から 10 個の無作為標本を抽出して標本平均
𝑥̅𝑥 = 12.8 を得た. 母平均の 95% 信頼区間を求めよ.

Lecture 8      区間推定 例題



例 題 8.1

母分散が 𝜎𝜎2 = 52 である正規母集団から 10 個の無作為標本を抽出して標本平均
𝑥̅𝑥 = 12.8 を得た. 母平均の 95% 信頼区間を求めよ.

12.8 ± 1.96 ×
5
10

= 12.8 ± 3.1

Lecture 8      区間推定 例題

求めるべき信頼区間は

𝑧𝑧(0.025) = 1.96

信頼係数 1 − 𝛼𝛼 の信頼区間は �𝑋𝑋 ± 𝑧𝑧 𝛼𝛼/2
𝜎𝜎
𝑛𝑛

𝛼𝛼 = 0.05信頼係数 95%

上側 2.5% 点 = 両側 5% 点



二項母集団とは,  0 と 1 からなる母集団
1 の割合を母比率 𝑝𝑝 という

無作為
復元抽出

標本
𝑋𝑋1,𝑋𝑋2 , … ,𝑋𝑋𝑛𝑛

母集団分布について

母平均 𝜇𝜇 = 𝑝𝑝

母分散 𝜎𝜎2 = 𝑝𝑝 1 − 𝑝𝑝

�𝑋𝑋 =
1
𝑛𝑛
�
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑋𝑋𝑘𝑘 = 𝑝̂𝑝

標本平均

標本比率という

二項母集団の母比率の区間推定
Lecture 8      区間推定 二項母集団の母比率の区間推定



無作為
復元抽出

標本
𝑋𝑋1,𝑋𝑋2 , … ,𝑋𝑋𝑛𝑛

母平均 = 母比率 𝜇𝜇 = 𝑝𝑝

母分散 𝜎𝜎2 = 𝑝𝑝 1 − 𝑝𝑝

�𝑋𝑋 =
1
𝑛𝑛
�
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑋𝑋𝑘𝑘 = 𝑝̂𝑝標本平均 = 標本比率

【大数の法則】𝜎𝜎2 = 𝑝𝑝(1 − 𝑝𝑝) ≈ 𝑝̂𝑝 1 − 𝑝̂𝑝

母比率 𝑝𝑝に対する信頼係数 1 − 𝛼𝛼 の信頼区間

𝑝̂𝑝 ± 𝑧𝑧 𝛼𝛼/2
𝑝̂𝑝 1 − 𝑝̂𝑝

𝑛𝑛

【一般論】 �𝑋𝑋 ± 𝑧𝑧 𝛼𝛼/2
𝜎𝜎
𝑛𝑛

二項母集団の母比率の区間推定
Lecture 8      区間推定 二項母集団の母比率の区間推定



順位 番組タイトル 放送局 視聴率
1 連続テレビ小説・なつぞら （4/10） NHK総合 23.1 %
2 特捜9 （4/10） テレビ朝日 15.2 %
2 木曜ドラマ・緊急取調室 （4/11） テレビ朝日 15.2 %

4 ラジエーションハウス・放射線科の診断レポー
ト （4/8） フジテレビ 12.7 %

5 日曜プライム「ドラマスペシャル アガサ・ク
リスティ 予告殺人」（4/14） テレビ朝日 11.5 %

6 金曜ドラマ・インハンド （4/12） TBS 11.3 %
7 白衣の戦士！ （4/10） 日本テレビ 10.3 %
8 緊急取調室 （4/11） テレビ朝日 9.9 %
9 いだてん～東京オリムピック噺～ （4/14） NHK総合 9.6 %
10 特捜9[再] （4/10） テレビ朝日 9.5 %

ビデオリサーチ社：関東地区（ドラマ）
例 題 8.2 （視聴率調査）

※ 関東地区の視聴率調査は 600 世帯を対象にしている.

Lecture 8      区間推定 例題



順位 番組タイトル 放送局 視聴率
1 連続テレビ小説・なつぞら （4/10） NHK総合 23.1 %
2 特捜9 （4/10） テレビ朝日 15.2 %

・・・・・
9 いだてん～東京オリムピック噺～ （4/14） NHK総合 9.6 %
10 特捜9[再] （4/10） テレビ朝日 9.5 %

95%信頼区間

0.231 ± 1.96 ×
0.231(1 − 0.231)

600
= 0.231 ± 0.034

0.095 ± 1.96 ×
0.095(1 − 0.095)

600
= 0.095 ± 0.023

𝑝̂𝑝 ± 𝑧𝑧 𝛼𝛼/2
𝑝̂𝑝 1 − 𝑝̂𝑝

𝑛𝑛

例

Lecture 8      区間推定 例題



標本
𝑋𝑋1,𝑋𝑋2 , … ,𝑋𝑋𝑛𝑛

無作為
復元抽出

母集団
母平均 𝜇𝜇
母分散 𝜎𝜎2

�𝑋𝑋 =
1
𝑛𝑛
�
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑋𝑋𝑘𝑘標本平均

𝑍𝑍 =
�𝑋𝑋 − 𝜇𝜇
𝜎𝜎/ 𝑛𝑛

~ 𝑁𝑁 0,1標準化

母平均 𝜇𝜇 に対する信頼係数 1 − 𝛼𝛼 の信頼区間

�𝑋𝑋 ± 𝑧𝑧 𝛼𝛼/2
𝜎𝜎
𝑛𝑛

信頼区間

Lecture 8      区間推定 母分散既知の場合

ここまでのまとめ

𝜎𝜎2 が既知でないと使えない

二項母集団 𝜎𝜎2 = 𝑝𝑝(1 − 𝑝𝑝) ≈ 𝑝̂𝑝 1 − 𝑝̂𝑝

※ 𝜎𝜎2 が未知のとき, 𝜎𝜎2 も標本から推定する

不偏分散を用いる 𝑈𝑈2 =
1

𝑛𝑛 − 1
�
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑋𝑋𝑘𝑘 − �𝑋𝑋 2



定理
𝑋𝑋1 ,𝑋𝑋2 ,⋯ ,𝑋𝑋𝑛𝑛：正規母集団 𝑁𝑁(𝜇𝜇,𝜎𝜎2) から取り出された 𝑛𝑛 個の無作為標本

�𝑋𝑋 =
1
𝑛𝑛 �

𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑋𝑋𝑘𝑘

𝑇𝑇 =
�𝑋𝑋 − 𝜇𝜇
𝑈𝑈/ 𝑛𝑛 は自由度 𝑛𝑛 − 1 の 𝑡𝑡-分布 𝑡𝑡𝑛𝑛−1 に従う．

標本平均： 𝑈𝑈2 =
1

𝑛𝑛 − 1 �
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑋𝑋𝑘𝑘 − �𝑋𝑋 2不偏分散：

このとき,

𝑌𝑌 =
1
𝜎𝜎2

�
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑋𝑋𝑘𝑘 − �𝑋𝑋 2 =
𝑛𝑛 − 1 𝑈𝑈2

𝜎𝜎2
~ 𝜒𝜒𝑛𝑛−12𝑍𝑍 =

�𝑋𝑋 − 𝜇𝜇
𝜎𝜎/ 𝑛𝑛

~ 𝑁𝑁 0,1 ,

𝑍𝑍 と 𝑌𝑌 は独立なので, 𝑡𝑡-分布 𝑡𝑡𝑛𝑛−1 の定義から
𝑍𝑍
𝑌𝑌

𝑛𝑛 − 1

~ 𝑡𝑡𝑛𝑛−1

𝑍𝑍
𝑌𝑌

𝑛𝑛 − 1

=
�𝑋𝑋 − 𝜇𝜇
𝜎𝜎/ 𝑛𝑛

×
𝜎𝜎
𝑈𝑈

=
�𝑋𝑋 − 𝜇𝜇
𝑈𝑈/ 𝑛𝑛 なので

�𝑋𝑋 − 𝜇𝜇
𝑈𝑈/ 𝑛𝑛

~ 𝑡𝑡𝑛𝑛−1

重要（𝑡𝑡-変換）

Lecture 8      区間推定 母分散未知の場合

証明の流れ



自由度 𝑛𝑛 の 𝑡𝑡𝑛𝑛 - 分布の密度関数

𝑓𝑓 𝑡𝑡 =
Γ 𝑛𝑛 + 1

2
𝑛𝑛𝜋𝜋 Γ 𝑛𝑛

2
1 +

𝑡𝑡2

𝑛𝑛

− 𝑛𝑛+1
2

𝑡𝑡3

𝑡𝑡 分布

• 𝑁𝑁 0,1 に比べて, すそ野が厚い.

• 自由度 𝑛𝑛 → ∞ で 𝑡𝑡𝑛𝑛-分布は標準正規分布 𝑁𝑁 0,1 に一致する.  

• 実用上, 𝑛𝑛 ≥ 30 で標準正規分布 𝑁𝑁 0,1 で代用.

• 確率変数 𝑋𝑋,𝑌𝑌 が独立であり, 𝑋𝑋 ~ 𝑁𝑁 0,1 , 𝑌𝑌 ~ 𝜒𝜒𝑛𝑛2 であれば,

𝑁𝑁 0,1

𝑇𝑇 =
𝑋𝑋
𝑌𝑌/𝑛𝑛

~ 𝑡𝑡𝑛𝑛

Lecture 8      区間推定 𝑡𝑡 分布



上側 𝛼𝛼 点 𝑡𝑡𝑛𝑛 𝛼𝛼

𝑃𝑃 𝑇𝑇 ≥ 𝑡𝑡𝑛𝑛 𝛼𝛼/2 = 𝛼𝛼

Lecture 8      区間推定 𝑡𝑡 分布

⇔ 𝑃𝑃 𝑇𝑇 ≤ 𝑡𝑡𝑛𝑛 𝛼𝛼/2 = 1 − 𝛼𝛼
※ 文献によっては 𝒕𝒕𝒏𝒏 𝜶𝜶 = 両側 𝜶𝜶点



𝑡𝑡 分布の上側 𝛼𝛼 点

𝑡𝑡7 0.05 = 1.895

例



�𝑋𝑋 =
1
𝑛𝑛 �

𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑋𝑋𝑘𝑘

𝑈𝑈2 =
1

𝑛𝑛 − 1 �
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑋𝑋𝑘𝑘 − �𝑋𝑋 2

不偏分散

標本
𝑋𝑋1,𝑋𝑋2 , … ,𝑋𝑋𝑛𝑛

無作為
復元抽出

正規母集団
𝑁𝑁 𝜇𝜇,𝜎𝜎2

標本平均

Lecture 8      区間推定 母分散未知の場合

 母分散 𝜎𝜎2 が既知なら

𝑇𝑇 =
�𝑋𝑋 − 𝜇𝜇
𝑈𝑈/ 𝑛𝑛

~ 𝑡𝑡𝑛𝑛−1

自由度 𝑛𝑛 − 1 の 𝑡𝑡-分布

𝑍𝑍 =
�𝑋𝑋 − 𝜇𝜇
𝜎𝜎/ 𝑛𝑛

~ 𝑁𝑁(0,1)

が使えるが,  未知なら 𝜎𝜎2 の代わりに 𝑈𝑈2 で
置き換えて,



𝑇𝑇 =
�𝑋𝑋 − 𝜇𝜇
𝑈𝑈/ 𝑛𝑛

~ 𝑡𝑡𝑛𝑛−1

自由度 𝑛𝑛 − 1 の 𝑡𝑡-分布

Lecture 8      区間推定 母分散未知の場合

�𝑋𝑋 =
1
𝑛𝑛 �

𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑋𝑋𝑘𝑘

標本
𝑋𝑋1,𝑋𝑋2 , … ,𝑋𝑋𝑛𝑛

無作為
復元抽出

正規母集団
𝑁𝑁 𝜇𝜇,𝜎𝜎2

標本平均 �𝑋𝑋 − 𝑡𝑡𝑛𝑛−1 𝛼𝛼/2
𝑈𝑈
𝑛𝑛
≤ 𝜇𝜇 ≤ �𝑋𝑋 + 𝑡𝑡𝑛𝑛−1 𝛼𝛼/2

𝑈𝑈
𝑛𝑛

母平均 𝜇𝜇 に対する信頼係数 1 − 𝛼𝛼 の信頼区間

�𝑋𝑋 ± 𝑡𝑡𝑛𝑛−1 𝛼𝛼/2
𝑈𝑈
𝑛𝑛

信頼区間

1 − 𝛼𝛼

上側 𝛼𝛼/2点= 𝑡𝑡𝑛𝑛−1(𝛼𝛼/2)𝑃𝑃 |𝑇𝑇| ≤ 𝑡𝑡𝑛𝑛−1 𝛼𝛼/2 = 1 − 𝛼𝛼



まとめ
母平均 𝜇𝜇に対する

信頼係数 1 − 𝛼𝛼 の信頼区間

𝜎𝜎2が既知 𝜎𝜎2が未知

正規母集団または,  
一般の母集団で 𝑛𝑛 が大きい

(二項母集団も可）
正規母集団

�𝑋𝑋 − 𝜇𝜇
𝜎𝜎/ 𝑛𝑛

~ 𝑁𝑁 0,1
�𝑋𝑋 − 𝜇𝜇
𝑈𝑈/ 𝑛𝑛

~ 𝑡𝑡𝑛𝑛−1

�𝑋𝑋 ± 𝑧𝑧 𝛼𝛼/2
𝜎𝜎
𝑛𝑛

�𝑋𝑋 ± 𝑡𝑡𝑛𝑛−1 𝛼𝛼/2
𝑈𝑈
𝑛𝑛

標本
𝑋𝑋1,𝑋𝑋2 , … ,𝑋𝑋𝑛𝑛

無作為
復元抽出

母集団
母平均 𝜇𝜇
母分散 𝜎𝜎2

�𝑋𝑋 =
1
𝑛𝑛 �

𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑋𝑋𝑘𝑘

𝑈𝑈2 =
1

𝑛𝑛 − 1
�
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑋𝑋𝑘𝑘 − �𝑋𝑋 2

Lecture 8      区間推定 まとめ



信頼係数
1 − 𝛼𝛼 0 小 大 1

𝛼𝛼 1 大 小 0

信頼区間の幅 0 小 大 無限大
∞

点推定 何も言わない

上側 𝜶𝜶/𝟐𝟐点
= 𝒛𝒛(𝜶𝜶/𝟐𝟐) または 𝒕𝒕𝒏𝒏−𝟏𝟏 𝜶𝜶/𝟐𝟐

�𝑋𝑋 ± 𝑧𝑧 𝛼𝛼/2
𝜎𝜎
𝑛𝑛

�𝑋𝑋 ± 𝑡𝑡𝑛𝑛−1 𝛼𝛼/2
𝑈𝑈
𝑛𝑛

信頼係数と信頼区間の幅
Lecture 8      区間推定 信頼係数と信頼区間の幅



1899年 ギネスビール社
ダブリン醸造所に就職

1906-07年 カール・ピアソンに学ぶ
1908年 有名な論文

スチューデントの t 分布
1935年 新設のロンドン醸造所に転勤

 小標本の問題を扱う
（フィッシャーが高く評価）

 当時の主流「大標本主義」
（ゴルトン、ピアソンら）

William Sealy Gosset (1876-1937)
Lecture 8      区間推定 ゴセット



例 題 8.3 正規母集団から, 無作為標本を抽出して次のような 24 個のデータを得た. 
母平均の 95% 信頼区間を求めよ.

35.9  43.9  51.2  35.3  36.7  49.4  39.5  59.6
43.8  32.9  36.0  43.0  41.9  44.6  47.2  56.2
45.6  47.7  38.1  51.8  42.3  46.6  35.5  32.4 

Lecture 8      区間推定 例題



例 題 8.3 正規母集団から, 無作為標本を抽出して次のような 24 個のデータを得た. 
母平均の 95% 信頼区間を求めよ.

35.9  43.9  51.2  35.3  36.7  49.4  39.5  59.6
43.8  32.9  36.0  43.0  41.9  44.6  47.2  56.2
45.6  47.7  38.1  51.8  42.3  46.6  35.5  32.4 

𝑥̅𝑥 =
1

24
�𝑥𝑥𝑖𝑖 = 43.19 𝑢𝑢2 =

1
23

� 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 2 = 54.231 = 7.362

43.19 ± 𝑡𝑡23 0.025 ×
7.36

24
= 43.19 ± 2.069 ×

7.36
24

= 43.19 ± 4.22

信頼係数 1−𝛼𝛼 の信頼区間 �𝑋𝑋 ± 𝑡𝑡𝑛𝑛−1 𝛼𝛼/2
𝑈𝑈
𝑛𝑛

95% 信頼区間

Lecture 8      区間推定 例題



ある製品の検査の所要時間は正規分布に従うといわれている. 大きさ 10 
の無作為標本について, 次のデータを得た. 母平均の 95 % 信頼区間と
90% 信頼区間を求めよ. 

12.4  13.5  12.7  14.1  13.8  14.1  12.0  12.8  13.1  15.4

例 題 8.4

Lecture 8      区間推定 例題

【演習10分】



ある製品の検査の所要時間は正規分布に従うといわれている. 大きさ 10 
の無作為標本について, 次のデータを得た. 母平均の 95 % 信頼区間と
90% 信頼区間を求めよ. 

12.4  13.5  12.7  14.1  13.8  14.1  12.0  12.8  13.1  15.4

𝑥̅𝑥 =
1

10
�𝑥𝑥𝑖𝑖 = 13.39 � 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 2 = 9.049 = 1.0054 = 1.00272𝑢𝑢2 =

1
9
� 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 2

例 題 8.4

Lecture 8      区間推定 例題

信頼係数 1 − 𝛼𝛼 の信頼区間は, �𝑋𝑋 ± 𝑡𝑡𝑛𝑛−1 𝛼𝛼/2 𝑈𝑈
𝑛𝑛

𝑥̅𝑥 ± 𝑡𝑡9 0.025 ×
1.0027

10
= 13.39 ± 2.262 × 0.317 = 13.39 ± 0.717

95 % 信頼区間

𝑥̅𝑥 ± 𝑡𝑡9 0.05 ×
1.0027

10
= 13.39 ± 1.833 × 0.317 = 13.39 ± 0.581

90 % 信頼区間



世論調査により, ある候補者の支持率を信頼度 95% で推定したいとき, 
信頼区間の幅が 0.05 以下になるようにするには標本数をいくらとらな
ければいけないか.

例 題 8.5

Lecture 8      区間推定 例題

【演習10分】



世論調査により, ある候補者の支持率を信頼度 95% で推定したいとき, 
信頼区間の幅が 0.05 以下になるようにするには標本数をいくらとらな
ければいけないか.

例 題 8.5

Lecture 8      区間推定 例題

95% 信頼区間のためには 𝑧𝑧 0.025 = 1.96

𝑝̂𝑝 ± 𝑧𝑧 𝛼𝛼/2
𝑝̂𝑝 1 − 𝑝̂𝑝

𝑛𝑛信頼係数 1−𝛼𝛼 の信頼区間

2𝑧𝑧 𝛼𝛼/2
𝑝̂𝑝 1 − 𝑝̂𝑝

𝑛𝑛
= 2 × 1.96

𝑝̂𝑝 1 − 𝑝̂𝑝
𝑛𝑛

≤ 0.05信頼区間の幅

0 ≤ 𝑝̂𝑝 ≤ 1 なので,  𝑝̂𝑝 1 − 𝑝̂𝑝 ≤ 1
4

2 × 1.96 1/4
𝑛𝑛
≤ 0.05 を解いて 𝑛𝑛 ≥

1.96
0.05

よって, 𝑛𝑛 ≥ 1537



Lecture 8
区間推定

おわり



Lecture 9
母平均の検定



コインを 100 回投げて, 表が 67 回出た. コインは公平といえるか?典型例

Lecture 9     母平均の検定 検定の考え方

𝑋𝑋 ：100回投げて表の出る回数

𝑋𝑋 ~ 𝐵𝐵 100,
1
2

≈ 𝑁𝑁 50, 52

𝑍𝑍 =
𝑋𝑋 − 50

5
~ 𝑁𝑁 0,1

正規分布近似が便利

判断：かなり稀？

𝑧𝑧 =
67 − 50

5
= 3.4実現値



コインを 100 回投げて, 表が 54 回出た. コインは公平といえるか?典型例

Lecture 9     母平均の検定 検定の考え方

𝑋𝑋 ：100回投げて表の出る回数

𝑋𝑋 ~ 𝐵𝐵 100,
1
2

≈ 𝑁𝑁 50, 52

𝑍𝑍 =
𝑋𝑋 − 50

5
~ 𝑁𝑁 0,1

正規分布近似が便利

𝑧𝑧 =
54 − 50

5
= 0.8実現値

判断：ふつうに起こる？



仮説検定の考え方

𝑧𝑧 =
54 − 50

5
= 0.8

Lecture 9     母平均の検定 検定の考え方

コインを 100 回投げて, 

 表が 54 回出た. 

偶然の揺らぎの範囲

たとえば、𝛼𝛼 = 0.05
𝑧𝑧 =

67 − 50
5

= 3.4

 表が 67 回出た. 

稀なことが起こった

合理的、客観的な判断のためには、どの
くらい小さな確率を稀とするかを決める

𝟏𝟏.𝟗𝟗𝟗𝟗−𝟏𝟏.𝟗𝟗𝟗𝟗



仮説検定の手順

(2) 関連する確率変数 𝑇𝑇 (検定統計量)を選び,
𝐻𝐻0 の下で, この確率変数の分布を調べる

(3) 有意水準 0 < 𝛼𝛼 < 1 と棄却域𝑊𝑊を決める.

(1) 母数に関する帰無仮説と対立仮説を決める.
𝐻𝐻0 𝐻𝐻1

(4) 標本から 𝑇𝑇 の実現値 𝑡𝑡 を計算する. 

𝑡𝑡 ∈ 𝑊𝑊 ⇒実現値は有意水準 𝛼𝛼で有意である
⇒ 𝐻𝐻0を棄却する⇒ 𝐻𝐻1を採択する.

𝑡𝑡 ∉ 𝑊𝑊⇒実現値は有意水準 𝛼𝛼で有意でない
⇒ 𝐻𝐻0を棄却できない

（⇒ 𝐻𝐻0を採択する）

Lecture 9     母平均の検定 仮説検定の手順
コインを 100 回投げて, 表が 67 回出た. 
コインは公平といえるか?

𝑍𝑍 =
𝑋𝑋 − 50

5
~ 𝑁𝑁 0,1

𝛼𝛼 = 0.05

結論

𝑧𝑧 = 3.4

実現値

𝐻𝐻0 ∶ 𝑝𝑝 =
1
2

𝐻𝐻1 ∶ 𝑝𝑝 ≠
1
2

𝑝𝑝：表の出る確率

𝑋𝑋 ：表の回数 ~𝐵𝐵 100,0.5 ≈ 𝑁𝑁 50, 52

𝟏𝟏.𝟗𝟗𝟗𝟗−𝟏𝟏.𝟗𝟗𝟗𝟗

𝟑𝟑.𝟒𝟒

例

𝐻𝐻0を棄却する

𝜶𝜶 = 𝟎𝟎.𝟎𝟎𝟎𝟎



有意水準の意味
Lecture 9     母平均の検定 有意水準の意味

棄却域

𝛼𝛼 = 0.05 𝑧𝑧 = 3.4
実現値

𝟏𝟏.𝟗𝟗𝟗𝟗−𝟏𝟏.𝟗𝟗𝟗𝟗

結論：𝐻𝐻0を棄却する

【注目】有意水準 𝛼𝛼 は文脈に応じて
自分で設定する

有意水準 𝛼𝛼 は, 帰無仮説 𝐻𝐻0 が正しい
のに, 帰無仮説を棄却してしまって, 
検定の結論を間違える誤り確率



棄却域の設定：両側検定と片側検定

使い分けは文脈による
数理統計学の範疇ではない

Lecture 9     母平均の検定 棄却域の設定



両側 𝛼𝛼 点と上側 𝛼𝛼 点： 𝑁𝑁(0,1) の場合
Lecture 9     母平均の検定 棄却域の設定

1.96 = 両側 5 % 点 1.64 = 上側 5 % 点= 上側 2.5 % 点 = 両側 10 % 点

両側 𝛼𝛼 0.3173 0.1000 0.0500 0.0455 0.0100 0.0027 0.0010
上側 𝛼𝛼/2 0.1587 0.0500 0.0250 0.0228 0.0050 0.0013 0.0005

𝑧𝑧 1.000 1.645 1.960 2.00 2.576 3.000 3.290



母平均の検定

無作為
復元抽出

標本

母集団

母平均 𝜇𝜇

母分散 𝜎𝜎2

Lecture 9     母平均の検定 母平均の検定

𝑋𝑋1,𝑋𝑋2,⋯ ,𝑋𝑋𝑛𝑛

帰無仮説と対立仮説
𝐻𝐻0: 𝜇𝜇 = 𝑚𝑚0

𝐻𝐻1: 𝜇𝜇 ≠ 𝑚𝑚0（両側検定）

𝐻𝐻1: 𝜇𝜇 > 𝑚𝑚0 または 𝐻𝐻1: 𝜇𝜇 < 𝑚𝑚0（片側検定）

有意水準 𝛼𝛼

母平均を𝜇𝜇 = 𝑚𝑚0とみなしてよいか？

基本的な問題

𝛼𝛼 = 0.05,    𝛼𝛼 = 0.01 など



標本平均の分布（復習）
母集団 基本定理 使う確率分布

正規母集団
�𝑋𝑋 − 𝜇𝜇
𝜎𝜎/ 𝑛𝑛

~ 𝑁𝑁 0,1 標準正規分布

正規母集団
�𝑋𝑋 − 𝜇𝜇
𝑈𝑈/ 𝑛𝑛

~ 𝑡𝑡𝑛𝑛−1
自由度 𝑛𝑛 − 1 の

𝑡𝑡-分布

一般の母集団
𝑛𝑛：大きい

�𝑋𝑋 − 𝜇𝜇
𝜎𝜎/ 𝑛𝑛

~ 𝑁𝑁 0,1

近似的に成立
標準正規分布

無作為
復元抽出

�𝑋𝑋 =
1
𝑛𝑛
�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑋𝑋𝑖𝑖標本平均：

𝑈𝑈2 =
1

𝑛𝑛 − 1
�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑋𝑋𝑖𝑖 − �𝑋𝑋 2不偏分散：

標本（大きさ： 𝑛𝑛）

母集団
母平均 𝜇𝜇
母分散 𝜎𝜎2

Lecture 9     母平均の検定 標本平均の分布



例題 9.1
ある中学校で 1 年生 44 名に集団式知能検査を実施したところ，偏差値の平均
は 52.4 であった. この学校の 1 年生は平均的な生徒といえるか.ただし, 全国に
おける知能検査の偏差値は 𝑁𝑁(50, 102) に従うことが知られている.

Lecture 9     母平均の検定 例題Lecture 9     母平均の検定 例題



例題 9.1 帰無仮説と対立仮説 𝐻𝐻0: 𝜇𝜇 = 50 𝐻𝐻1: 𝜇𝜇 ≠ 50

𝑥̅𝑥 = 52.4
標本平均の実現値

母集団
母平均 𝜇𝜇
母分散 𝜎𝜎2 = 102

大きさ 𝑛𝑛 = 44

標本

有意水準 5%の両側検定で 𝐻𝐻0 は棄却されない.

有意水準 𝛼𝛼 = 0.05

𝐻𝐻0 の下で, 

�𝑋𝑋 ~ 𝑁𝑁 50,
102

44
= 𝑁𝑁 50, 1.512

𝑍𝑍 =
�𝑋𝑋 − 50
1.51

~ 𝑁𝑁(0,1)

実現値 𝑧𝑧 =
52.4 − 50

1.51
= 1.59

結論

検定統計量

（有意でない）

Lecture 9     母平均の検定 例題

両側 5% 点



あるメーカーの電化製品の寿命は, カタログによると平均 µ = 1200 時間, 標準
偏差 𝜎𝜎 = 150 時間と書かれている. 𝑛𝑛 = 10 個のサンプルについてテストした
とき，平均寿命が 𝑥̅𝑥 = 1100 時間であった. カタログは偽りといえるか .

例題 9.2

Lecture 9     母平均の検定 例題



例題 9.2

𝑥̅𝑥 = 1100
標本平均の実現値

𝐻𝐻0 の下で, 

結論

検定統計量

（有意である）

Lecture 9     母平均の検定 例題

母集団
母平均 𝜇𝜇
母分散 𝜎𝜎2 = 1502

大きさ 𝑛𝑛 = 10

標本

帰無仮説と対立仮説 𝐻𝐻0: 𝜇𝜇 = 1200 𝐻𝐻1: 𝜇𝜇 < 1200

有意水準 𝛼𝛼 = 0.05

�𝑋𝑋 ~ 𝑁𝑁 1200, 150
2

10
= 𝑁𝑁 1200, 47.42

𝑍𝑍 =
�𝑋𝑋 − 1200

47.4
~ 𝑁𝑁(0,1)

実現値 𝑧𝑧 =
1100 − 1200

47.4
= −2.11

有意水準 5%の片側検定で 𝐻𝐻0 は棄却される.

下側 5% 点



P 値
 伝統的な仮説検定
有意水準 𝛼𝛼を示して𝐻𝐻0の棄却・
採択を述べる. 

公平なコインかどうか確認のため 100回
振ったところ表が 64 回出た.

 P値を示す
棄却・採択の判断はせず,  実現
値が帰無仮説𝐻𝐻0の下で, どのくら
い外れているかを数量的に示す.

P値 = 実現値 𝑥𝑥を含めて, それ以上起こり
にくい実現値が出現する確率

定義

例題 9.3 

Lecture 9     母平均の検定 P 値



𝑋𝑋~𝐵𝐵 100,0.5 = 𝑁𝑁 50, 52

6450

𝐻𝐻0:𝑝𝑝 = 0.5 𝐻𝐻1:𝑝𝑝 ≠ 0.5

Lecture 9     母平均の検定 P 値

= 2𝑃𝑃
𝑋𝑋 − 50

5
≥

64 − 50
5

= 2𝑃𝑃 𝑍𝑍 ≥ 2.8

𝑃𝑃 = 2𝑃𝑃 𝑋𝑋 ≥ 64

= 0.0052

今起きた現象の「稀さ」を表す確率.
これをどう判断するかはお任せするね.

公平なコインかどうか確認のため 100回
振ったところ表が 64 回出た.

例題 9.3 統計的有意性と P 値に関する ASA 声明
http://biometrics.gr.jp/news/all/ASA.pdf



ある県の統計によると, 満 6 歳児の平均身長は 108.6 (cm) であるという. 同県のある小学校の
6 歳児 27 名について身長を調べ たところ，平均 𝑥̅𝑥 = 109.7 (cm), 不偏分散 𝑢𝑢2 = 4.062 (cm2) 
であった. この結果から, 同校児童の身長は県平均に比べて高いといえるか.

Lecture 9     母平均の検定 例 題

例題 9.4



ある県の統計によると, 満 6 歳児の平均身長は 108.6 (cm) であるという. 同県のある小学校の
6 歳児 27 名について身長を調べ たところ，平均 𝑥̅𝑥 = 109.7 (cm), 不偏分散 𝑢𝑢2 = 4.062 (cm2) 
であった. この結果から, 同校児童の身長は県平均に比べて高いといえるか.

帰無仮説と対立仮説 𝐻𝐻0: 𝜇𝜇 = 108.6 𝐻𝐻1: 𝜇𝜇 ≠ 108.6

有意水準 𝛼𝛼 = 0.05

𝑇𝑇 =
�𝑋𝑋 − 𝜇𝜇
𝑈𝑈/ 𝑛𝑛

=
�𝑋𝑋 − 108.6
𝑈𝑈/ 27

~ 𝑡𝑡26
検定統計量

𝑡𝑡26 0.025 = 2.056
実現値 𝑡𝑡 =

109.7 − 108.6
4.06/ 27

= 1.408

有意水準 5% の両側検定で 𝐻𝐻0 は棄却されない.結論

母分散未知

両側 5% 点

Lecture 9     母平均の検定 例 題

例題 9.4



ある溶液に含まれる物質の濃度 (%) を測定して次のデータを得た.
12.6   13.4   14.1   12.4   11.2   12.5   10.9   11.8   11.6   13.1

真の濃度を 𝜇𝜇 として,  仮説 𝐻𝐻0 ∶ 𝜇𝜇 = 12 を検定せよ.

【練習（10分）】

Lecture 9     母平均の検定 例 題

例題 9.5



帰無仮説と対立仮説 𝐻𝐻0: 𝜇𝜇 = 12 𝐻𝐻1: 𝜇𝜇 ≠ 12

有意水準 𝛼𝛼 = 0.05

𝑇𝑇 =
�𝑋𝑋 − 𝜇𝜇
𝑈𝑈/ 𝑛𝑛

=
�𝑋𝑋 − 12
𝑈𝑈/ 10

~ 𝑡𝑡9
検定統計量

𝑡𝑡9 0.025 = 2.262
実現値 𝑡𝑡 =

12.36 − 12
1.006/ 10

= 1.132

有意水準 5% の両側検定で 𝐻𝐻0 は棄却されない.結論

𝑥̅𝑥 = 12.36 𝑢𝑢2 = 1.0116 = 1.0062

母分散未知

ある溶液に含まれる物質の濃度 (%) を測定して次のデータを得た.
12.6   13.4   14.1   12.4   11.2   12.5   10.9   11.8   11.6   13.1

真の濃度を 𝜇𝜇 として,  仮説 𝐻𝐻0 ∶ 𝜇𝜇 = 12 を検定せよ.

両側 5% 点

Lecture 9     母平均の検定 例 題

例題 9.5



二項母集団の母比率の検定

無作為
復元抽出

帰無仮説と対立仮説 𝐻𝐻0: 𝑝𝑝 = 𝑝𝑝0 𝐻𝐻1: 𝑝𝑝 ≠ 𝑝𝑝0（両側検定）
𝐻𝐻1: 𝑝𝑝 > 𝑝𝑝0 または 𝐻𝐻1: 𝑝𝑝 < 𝑝𝑝0 （片側検定）

二項母集団

母比率 𝑝𝑝

𝑍𝑍 =
𝑝̂𝑝 − 𝑝𝑝0

𝑝𝑝0(1 − 𝑝𝑝0)/𝑛𝑛
~ 𝑁𝑁 0,1

𝑛𝑛𝑝̂𝑝 ~ 𝐵𝐵(𝑛𝑛,𝑝𝑝0) ≈ 𝑁𝑁(𝑛𝑛𝑝𝑝0,𝑛𝑛𝑝𝑝0 1 − 𝑝𝑝0 )

𝑝̂𝑝 ~ 𝑁𝑁 𝑝𝑝0,
𝑝𝑝0 1 − 𝑝𝑝0

𝑛𝑛

検定統計量

標本比率：

大きさ： 𝑛𝑛
標本

𝑝̂𝑝 =
1
𝑛𝑛
�
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑋𝑋𝑘𝑘

標準化

Lecture 9     母平均の検定 母比率の検定



あるクラスの平均出席率は 0.90 であるといわれている. ある日の欠席者は, 160 人中 25 人で
あった. この日は通常の出席ではないといえるか. 有意水準は 𝛼𝛼 = 0.01 とせよ.

Lecture 9     母平均の検定 例 題

例題 9.6



あるクラスの平均出席率は 0.90 であるといわれている. ある日の欠席者は, 160 人中 25 人で
あった. この日は通常の出席ではないといえるか. 有意水準は 𝛼𝛼 = 0.01 とせよ.

帰無仮説と対立仮説 𝐻𝐻0: 𝑝𝑝 = 0.9 𝐻𝐻1: 𝑝𝑝 ≠ 0.9 （両側検定）

有意水準 𝛼𝛼 = 0.01

𝑛𝑛𝑝̂𝑝 ~ 𝐵𝐵(160, 0.9) ≈ 𝑁𝑁(144, 3.792)

𝑝̂𝑝 ~ 𝑁𝑁
144
160

,
3.792

1602
= 𝑁𝑁 0.9, 0.02372

検定統計量

𝑍𝑍 =
𝑝̂𝑝 − 0.9
0.0237

~ 𝑁𝑁(0,1)

実現値 𝑧𝑧 =
0.8438 − 0.9

0.0237
= −2.37

有意水準 1% の両側検定で 𝐻𝐻0 は棄却されない.結論

両側 1% 点

Lecture 9     母平均の検定 例 題

例題 9.6



ある意見項目に対する賛成率を 30% は欲しいと思われていた ．実際に，調査では 80 人中
23  人の賛成を得た ．賛成率の目標を達成したと考えてよいか. 

【練習（10分）】

Lecture 9     母平均の検定 例 題

例題 9.7



ある意見項目に対する賛成率を 30% は欲しいと思われていた ．実際に，調査では 80 人中
23  人の賛成を得た ．賛成率の目標を達成したと考えてよいか. 

帰無仮説と対立仮説 𝐻𝐻0: 𝑝𝑝 = 0.3 𝐻𝐻1: 𝑝𝑝 < 0.3 （片側検定）
有意水準 𝛼𝛼 = 0.05

𝑛𝑛𝑝̂𝑝 ~ 𝐵𝐵(80, 0.3) ≈ 𝑁𝑁(24, 4.102)

𝑝̂𝑝 ~𝑁𝑁
24
80

,
4.102

802
= 𝑁𝑁 0.3, 0.05122

検定統計量

𝑍𝑍 =
𝑝̂𝑝 − 0.3
0.0512 ~ 𝑁𝑁(0,1)

実現値 𝑧𝑧 =
0.2875 − 0.3

0.0512
= −0.244

有意水準 5% の片側検定で 𝐻𝐻0 は棄却されない.結論

下側 5% 点

Lecture 9     母平均の検定 例 題

例題 9.7



２種類の過誤
帰無仮説 𝐻𝐻0 をめぐって

採否∖真偽 𝐻𝐻0 は真 𝐻𝐻0 は偽

𝐻𝐻0 を採択 〇 第２種の誤り
𝛽𝛽

𝐻𝐻0 を棄却 第１種の誤り
𝛼𝛼 〇

第１種の誤り
= 生産者危険
= あわて者の間違い

第２種の誤り
= 消費者危険
= ぼんやり者の間違い

第１種の誤り確率 𝛼𝛼 = 有意水準

第２種の誤り確率 𝛽𝛽

自分で設定する

要注意

Lecture 9     母平均の検定 ２種類の過誤



この採択とした結論を誤る確率＝第２種誤り確率 𝛽𝛽

コインを100回投げて表が58回出た. コインは公平といえるか?

𝑋𝑋 ~ 𝐵𝐵 100,0.5 ≈ 𝑁𝑁 50, 52

𝑍𝑍 =
𝑋𝑋 − 50

5
~ 𝑁𝑁 0,1

第２種誤り確率 𝛽𝛽 は一般には不明
例

有意水準 𝛼𝛼 = 0.05 の両側検定によって
𝐻𝐻0 は棄却されない＝採択される

結論

𝐻𝐻0: 𝑝𝑝 = 0.5 𝐻𝐻1: 𝑝𝑝 ≠ 0.5帰無仮説と対立仮説

𝛼𝛼 = 0.05有意水準

𝑧𝑧 =
58 − 50

5
= 1. 6実現値

検定統計量 表の回数

両側 5% 点

𝛽𝛽 の評価は困難
「𝐻𝐻0: 𝑝𝑝 = 0.5」でないとすると, 可能な
𝑝𝑝 は無限にあって特定できないから

Lecture 9     母平均の検定 ２種類の過誤



表の回数 𝑋𝑋 ~ 𝐵𝐵 100, 0.5 ≈ 𝑁𝑁 50, 52
𝐻𝐻0 ∶ 𝑝𝑝 = 0.5 を有意水準𝛼𝛼 = 0.05 で両側検定 「𝐻𝐻0: 𝑝𝑝 = 0.5」でないとすると, 可能な 𝑝𝑝 は

無限にあって特定できない

※ 仮に 𝑝𝑝 = 0.6 としてみる

表の回数 𝑌𝑌 ~ 𝐵𝐵 100,0.6 ≈ 𝑁𝑁 60, 4.92
𝑝𝑝 = 0.6 の下で採択域 50 ± 1.96 × 5 ≈ 50 ± 10

𝛽𝛽 ≈ 0.5

コインを100回投げて表が58回出た. コインは公平といえるか?例

標準化しないで考察しよう.

実現値 58

Lecture 9     母平均の検定 ２種類の過誤



(1)  𝛼𝛼 小 ⇔ 採択域が大 ⇔ 𝛽𝛽 大

「𝐻𝐻0 を採択する」は消極的な採択.  
はっきり否定するだけの状況ではないという意味.
そこで「 𝐻𝐻0 を棄却できない」ということが多い.

𝛼𝛼 と 𝛽𝛽 はトレードオフの関係

(3)「𝐻𝐻0 を採択」という判断を誤る場合,  
真の母数が 𝐻𝐻0 で仮定した母数に近
いほど 𝛽𝛽 は大きい

(2) 𝛼𝛼,𝛽𝛽 ともに小さくするためには, 
標本数 𝑛𝑛 を大きくする.

Lecture 9     母平均の検定 ２種類の過誤



Lecture 9
母平均の検定

おわり



Lecture 10
母集団の比較



�𝑋𝑋 ~ 𝑁𝑁 𝜇𝜇1,
𝜎𝜎12

𝑛𝑛1

母平均の差の検定
※ 2つの母集団の母平均に差があるかを検定する

𝑁𝑁 𝜇𝜇1,𝜎𝜎12
母集団 1

無作為
復元抽出

標本 1
大きさ 𝑛𝑛1
標本平均 �𝑋𝑋

𝑁𝑁 𝜇𝜇2,𝜎𝜎22
母集団 2

無作為
復元抽出

標本 2
大きさ 𝑛𝑛2
標本平均 �𝑌𝑌

�𝑌𝑌 ~ 𝑁𝑁 𝜇𝜇2,
𝜎𝜎22

𝑛𝑛2

無関係

Lecture 10     母集団の比較 母平均の差の検定



確率変数の和（復習）

𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 ~ 𝑁𝑁 𝑎𝑎𝜇𝜇1 + 𝑏𝑏𝜇𝜇2,𝑎𝑎2𝜎𝜎12 + 𝑏𝑏2𝜎𝜎22

 確率変数 𝑋𝑋~𝑁𝑁 𝜇𝜇1,𝜎𝜎12 , 𝑌𝑌~𝑁𝑁 𝜇𝜇2,𝜎𝜎22 が独立ならば

（5）線形結合 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 も正規分布に従い,

（1）[平均値の線形性] 𝐸𝐸 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑋𝑋 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 𝑌𝑌
（2）分散は線形性をもたないが 𝑉𝑉 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑎𝑎2𝑉𝑉 𝑋𝑋

 一般の確率変数 𝑋𝑋, 𝑌𝑌 と定数 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 に対して

（3）[平均値の乗法性] 𝐸𝐸 𝑋𝑋𝑋𝑋 = 𝐸𝐸 𝑋𝑋 𝐸𝐸 𝑌𝑌

 確率変数 𝑋𝑋, 𝑌𝑌 が独立ならば

（4）[分散の加法性] 𝑉𝑉 𝑋𝑋 + 𝑌𝑌 = 𝑉𝑉 𝑋𝑋 + 𝑉𝑉 𝑌𝑌

Lecture 10     母集団の比較 母平均の差の検定



�𝑋𝑋1 − �𝑋𝑋2 ~ 𝑁𝑁 𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2 ,
𝜎𝜎12

𝑛𝑛1
+
𝜎𝜎22

𝑛𝑛2
.

正規母集団 𝑁𝑁 𝜇𝜇1,𝜎𝜎12 から取り出した 𝑛𝑛1 個の無作為標本の標本平均を �𝑋𝑋1 , 
別の正規母集団 𝑁𝑁 𝜇𝜇2,𝜎𝜎22 から取り出した 𝑛𝑛2 個の無作為標本の標本平均を
�𝑋𝑋2 とするとき,

定理 （標本平均の差の分布）

�𝑋𝑋1 ~ 𝑁𝑁 𝜇𝜇1,
𝜎𝜎12

𝑛𝑛1𝑁𝑁 𝜇𝜇1,𝜎𝜎12
母集団 1 標本 1

大きさ 𝑛𝑛1
標本平均 �𝑋𝑋1

無関係

𝑁𝑁 𝜇𝜇2,𝜎𝜎22
母集団 2 標本 2

大きさ 𝑛𝑛2
標本平均 �𝑋𝑋2

�𝑋𝑋2 ~ 𝑁𝑁 𝜇𝜇2,
𝜎𝜎22

𝑛𝑛2

独立

�𝑋𝑋1 − �𝑋𝑋2 について

平均値
𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2

分散
𝜎𝜎12

𝑛𝑛1
+ −1 2 𝜎𝜎2

2

𝑛𝑛2
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𝑍𝑍 =
�𝑋𝑋1 − �𝑋𝑋2 − (𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2)

𝜎𝜎12
𝑛𝑛1

+ 𝜎𝜎22
𝑛𝑛2

~ 𝑁𝑁(0,1)

�𝑋𝑋1 − �𝑋𝑋2 ~ 𝑁𝑁 𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2 ,
𝜎𝜎12

𝑛𝑛1
+
𝜎𝜎22

𝑛𝑛2

両側 𝜶𝜶点 = 上側 𝜶𝜶/𝟐𝟐点 = 𝒛𝒛(𝜶𝜶/𝟐𝟐)

𝑃𝑃 −𝑧𝑧 𝛼𝛼/2 ≤ 𝑍𝑍 ≤ 𝑧𝑧 𝛼𝛼/2 = 1 − 𝛼𝛼

�𝑋𝑋1 ~ 𝑁𝑁 𝜇𝜇1,
𝜎𝜎12

𝑛𝑛1𝑁𝑁 𝜇𝜇1,𝜎𝜎12
母集団 1 標本 1

大きさ 𝑛𝑛1
標本平均 �𝑋𝑋1

無関係

𝑁𝑁 𝜇𝜇2,𝜎𝜎22
母集団 2 標本 2

大きさ 𝑛𝑛2
標本平均 �𝑋𝑋2

�𝑋𝑋2 ~ 𝑁𝑁 𝜇𝜇2,
𝜎𝜎22

𝑛𝑛2

独立

母平均の差の推定と検定（母分散既知）

Lecture 10     母集団の比較 母平均の差の推定と検定



例題 10.1 ある大学の男子学生 40 人と女子学生 30 人の身長を調べたところそれぞれ
171.47, 157.22 (cm）であった. それぞれの分散は既知であって 36 , 25 (cm2)
であるとして, 男女学生の身長差の 95% 信頼区聞を求めよ.

Lecture 10     母集団の比較 例題



例題 10.1

男子学生, 女子学生の身長は正規分布に従うものとして, それぞれの平均値をそれぞれ 𝜇𝜇1 , 𝜇𝜇2 とおく.

𝑁𝑁 𝜇𝜇1, 62
男子 標本

大きさ 40
標本平均 �𝑋𝑋

無関係

𝑁𝑁 𝜇𝜇2, 52
女子 標本

大きさ 30
標本平均 �𝑌𝑌

ある大学の男子学生 40 人と女子学生 30 人の身長を調べたところそれぞれ
171.47, 157.22 (cm）であった. それぞれの分散は既知であって 36 , 25 (cm2)
であるとして, 男女学生の身長差の 95% 信頼区聞を求めよ.

=
�𝑋𝑋 − �𝑌𝑌 − (𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2)

62
40 + 52

30

=
�𝑋𝑋 − �𝑌𝑌 − (𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2)

1.317母分散既知

Lecture 10     母集団の比較 例題

𝑍𝑍 =
�𝑋𝑋 − �𝑌𝑌 − (𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2)

𝜎𝜎12
𝑛𝑛1

+ 𝜎𝜎22
𝑛𝑛2

~ 𝑁𝑁(0,1)



例題 10.1 ある大学の男子学生 40 人と女子学生 30 人の身長を調べたところそれぞれ
171.47, 157.22 (cm）であった. それぞれの分散は既知であって 36 , 25 (cm2)
であるとして, 男女学生の身長差の 95% 信頼区聞を求めよ.

Lecture 10     母集団の比較 例題

実現値 𝑥̅𝑥 = 171.47,   �𝑦𝑦 = 157.22

𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2 に対する 95% 信頼区間

14.25 ± 2.58

𝑍𝑍 =
�𝑋𝑋 − �𝑌𝑌 − (𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2)

1.317
~ 𝑁𝑁(0,1) −1.96 ≤ 𝑍𝑍 ≤ 1.96

�𝑋𝑋 − �𝑌𝑌 − 1.96 × 1.317
≤ 𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2 ≤ �𝑋𝑋 − �𝑌𝑌 + 1.96 × 1.317

1.96

𝑃𝑃 −1.96 ≤ 𝑍𝑍 ≤ 1.96 = 0.95



例題 10.2

ある学年で知能指数を測定し, 男女別に集計したところ次の結果が得られた. 男女差があ
るといえるか. ただし, 知能指数の分布は標準偏差 15 の正規分布に従うといわれている．

平均 人数
男生徒 103 40
女生徒 101 35

Lecture 10     母集団の比較 例題



𝑍𝑍 =
�𝑋𝑋 − �𝑌𝑌
3.47

~ 𝑁𝑁(0,1)

𝑧𝑧 =
103 − 101

3.47
= 0.576実現値

有意水準 𝛼𝛼 = 0.05 の両側検定によって 𝐻𝐻0 は棄却されない.結論

男生徒, 女生徒の平均値をそれぞれ 𝜇𝜇1, 𝜇𝜇2 とおく. 分散は 152 を用いる.

�𝑋𝑋 − �𝑌𝑌 ~ 𝑁𝑁 𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2,
152

40
+

152

35
= 𝑁𝑁(0, 3.472)

𝐻𝐻0: 𝜇𝜇1 = 𝜇𝜇2 𝐻𝐻1: 𝜇𝜇1 ≠ 𝜇𝜇2帰無仮説と対立仮説

𝛼𝛼 = 0.05有意水準

�𝑋𝑋~ 𝑁𝑁 𝜇𝜇1,
152

40
検定統計量 �𝑌𝑌 ~ 𝑁𝑁 𝜇𝜇2,

152

35

両側 5% 点
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例題 10.3 （母比率の差）

賛成 反対 計
男 58 (0.592) 40 (0.408) 98 (1.000)
女 28 (0.394) 43 (0.606) 71 (1.000)

ある意見項目に対する賛否を男女別に集計したところ，次の結果を得た. 賛成者の比率に男女
差があるといえるか.

Lecture 10     母集団の比較 母比率の差の検定



男, 女の賛成の母比率をそれぞれ 𝑝𝑝1, 𝑝𝑝2 とおく.

母比率 𝑝𝑝1

男 標本 1
大きさ 𝑛𝑛1

標本比率 𝑝̂𝑝1

無関係

女 標本 2
大きさ 𝑛𝑛2
標本比率 𝑝̂𝑝2

母比率 𝑝𝑝2

𝑝̂𝑝1 ~ 𝑁𝑁 𝑝𝑝1 ,
𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝1)

𝑛𝑛1

𝑝̂𝑝2 ~ 𝑁𝑁 𝑝𝑝2 ,
𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝2)

𝑛𝑛2

独立

Lecture 10     母集団の比較 母比率の差の検定

𝑝̂𝑝1 − 𝑝̂𝑝2 ~ 𝑁𝑁 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2,
𝑝𝑝1 1 − 𝑝𝑝1

𝑛𝑛1
+
𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝2)

𝑛𝑛2

𝐻𝐻0: 𝑝𝑝1 = 𝑝𝑝2 = 𝑝𝑝 𝐻𝐻1: 𝑝𝑝1 ≠ 𝑝𝑝2帰無仮説と対立仮説

𝛼𝛼 = 0.05有意水準

検定統計量 𝑝̂𝑝1 − 𝑝̂𝑝2 ~ 𝑁𝑁 0, 𝑝𝑝 1 − 𝑝𝑝
1
𝑛𝑛1

+
1
𝑛𝑛2

𝑛𝑛1= 98 𝑛𝑛2= 71 𝑝𝑝 =
58 + 28
98 + 71

= 0.509

= 𝑁𝑁(0, 0.0782)

稲垣他の本(pp.138-140)の記述は不適切

𝑝𝑝を実現値から推定

賛成 反対 計

男 58 
(0.592)

40 
(0.408)

98 
(1.000)

女 28 
(0.394)

43 
(0.606)

71 
(1.000)



検定統計量

𝐻𝐻0: 𝑝𝑝1 = 𝑝𝑝2 = 𝑝𝑝 𝐻𝐻1: 𝑝𝑝1 ≠ 𝑝𝑝2帰無仮説と対立仮説

𝛼𝛼 = 0.05有意水準

𝑝̂𝑝1 − 𝑝̂𝑝2 ~ 𝑁𝑁 0,𝑝𝑝 1 − 𝑝𝑝
1
𝑛𝑛1

+
1
𝑛𝑛2

= 𝑁𝑁(0, 0.0782)

実現値 𝑝̂𝑝1 =
58
98

= 0.592 𝑝̂𝑝2 =
28
71

= 0.394

𝑍𝑍 =
𝑝̂𝑝1 − 𝑝̂𝑝2
0.078

~ 𝑁𝑁(0,1)

𝑧𝑧 =
0.592 − 0.394

0.078
= 2.54

有意水準 𝛼𝛼 = 0.05 の両側検定によって 𝐻𝐻0 は棄却される.結論

Lecture 10     母集団の比較 母比率の差の検定

両側 5% 点



例題 10.4 （母比率の差）

免疫あり 免疫なし 計
A市 35 (0.35) 65 (0.65) 100 (1.00)
B市 60 (0.50) 60 (0.50) 120 (1.00)

ある疾患に対する免疫の有無を調べるため, A市とB市で標本調査をおこなって, 
次の結果を得た. 免疫をもっ ている人の比率は両市で差があると考えられるか．

Lecture 10     母集団の比較 例題

【練習（10分）】



A市, B市の免疫ありの母比率をそれぞれ 𝑝𝑝1 , 𝑝𝑝2 とおく.

母比率 𝑝𝑝1

A市 標本 1
大きさ 𝑛𝑛1

標本比率 𝑝̂𝑝1

無関係

B市 標本 2
大きさ 𝑛𝑛2
標本比率 𝑝̂𝑝2

母比率 𝑝𝑝2

𝑝̂𝑝1 ~ 𝑁𝑁 𝑝𝑝1 ,
𝑝𝑝1(1 − 𝑝𝑝1)

𝑛𝑛1

𝑝̂𝑝2 ~ 𝑁𝑁 𝑝𝑝2 ,
𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝2)

𝑛𝑛2

独立 𝑝̂𝑝1 − 𝑝̂𝑝2 ~ 𝑁𝑁 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2,
𝑝𝑝1 1 − 𝑝𝑝1

𝑛𝑛1
+
𝑝𝑝2(1 − 𝑝𝑝2)

𝑛𝑛2

𝐻𝐻0: 𝑝𝑝1 = 𝑝𝑝2 = 𝑝𝑝 𝐻𝐻1: 𝑝𝑝1 ≠ 𝑝𝑝2帰無仮説と対立仮説

𝐻𝐻0 の下で, 𝑝̂𝑝1 − 𝑝̂𝑝2~ 𝑁𝑁 0,𝑝𝑝 1 − 𝑝𝑝
1
𝑛𝑛1

+
1
𝑛𝑛2

𝑝𝑝 =
35 + 60

100 + 120
= 0.432

検定統計量

免疫あり 免疫なし 計

A市 35 (0.35) 65 (0.65) 100 (1.00)

B市 60 (0.50) 60 (0.50) 120 (1.00)

𝑝𝑝 は観測値を用いて推定する

= 𝑁𝑁(0, 0.0672)
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免疫あり 免疫なし 計

A 35 (0.35) 65 (0.65) 100 (1.00)

B 60 (0.50) 60 (0.50) 120 (1.00)

𝐻𝐻0: 𝑝𝑝1 = 𝑝𝑝2 = 𝑝𝑝 𝐻𝐻1: 𝑝𝑝1 ≠ 𝑝𝑝2帰無仮説と対立仮説

𝛼𝛼 = 0.05有意水準

検定統計量 𝑝̂𝑝1 − 𝑝̂𝑝2 ~ 𝑁𝑁 0, 𝑝𝑝 1 − 𝑝𝑝
1
𝑛𝑛1

+
1
𝑛𝑛2

𝑍𝑍 =
𝑝̂𝑝1 − 𝑝̂𝑝2
0.067

~ 𝑁𝑁 0, 1

実現値

𝑧𝑧 =
0.35 − 0.50

0.067
= −2.239

𝑝̂𝑝1 − 𝑝̂𝑝2 ~ 𝑁𝑁(0, 0.0672)

A市, B市の免疫ありの母比率をそれぞれ 𝑝𝑝1 , 𝑝𝑝2 とおく.

有意水準 𝛼𝛼 = 0.05 の両側検定によって 𝐻𝐻0 は棄却される. 結論

Lecture 10     母集団の比較 例題

両側 5% 点

𝑛𝑛1= 100

𝑛𝑛2= 120

𝑝𝑝 =
35 + 60

100 + 120
= 0.432

𝑝̂𝑝1 =
35

100
= 0.35

𝑝̂𝑝2 =
60

120
= 0.50



インフルエンザについて, 予防接種の有無と感染の有無のデータが次のようで
あった. 予防接種の効果はあるといえるか.

感染 非感染
接種 18 67

非接種 45 65

例題 10.5

Lecture 10     母集団の比較 例題

【練習（10分）】



Lecture 10     母集団の比較 例題

接種, 非接種群の感染率（母比率）をそれぞれ 𝑝𝑝1, 𝑝𝑝2 とおく.

𝐻𝐻0: 𝑝𝑝1 = 𝑝𝑝2 = 𝑝𝑝 𝐻𝐻1: 𝑝𝑝1 ≠ 𝑝𝑝2帰無仮説と対立仮説

𝛼𝛼 = 0.01有意水準

検定統計量 𝑝̂𝑝1 − 𝑝̂𝑝2 ~ 𝑁𝑁 0, 𝑝𝑝 1 − 𝑝𝑝
1
𝑛𝑛1

+
1
𝑛𝑛2

𝑛𝑛1= 85

𝑛𝑛2= 110

𝑝𝑝 =
18 + 45

85 + 110
= 0.323

感染 非感染 合計
接種 18 67 85

非接種 45 65 110
合計 63 132 195

𝑝̂𝑝1 − 𝑝̂𝑝2 ~ 𝑁𝑁(0, 0.06752)

𝑍𝑍 =
𝑝̂𝑝1 − 𝑝̂𝑝2
0.067

~ 𝑁𝑁 0, 1

両側 1% 点

実現値 𝑝̂𝑝1 =
18
85

= 0.212

𝑝̂𝑝2 =
45

110
= 0.409

𝑧𝑧 =
0.212 − 0.409

0.0675
= −2.91

有意水準 𝛼𝛼 = 0.01 の両側検定によって
𝐻𝐻0 は棄却される. （高度に有意である.）

結論



�𝑋𝑋1 − �𝑋𝑋2 ~ 𝑁𝑁 𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2 ,
𝜎𝜎12

𝑛𝑛1
+
𝜎𝜎22

𝑛𝑛2
.

𝑁𝑁 𝜇𝜇1,𝜎𝜎12
母集団 1 標本 1

大きさ 𝑛𝑛1
標本平均 �𝑋𝑋1

無関係

𝑁𝑁 𝜇𝜇2,𝜎𝜎22
母集団 2 標本 2

大きさ 𝑛𝑛2
標本平均 �𝑋𝑋2

この式は一般に正しいが,
母分散未知の場合は先に進めない.

母分散未知 等分散の検定

等分散の場合
𝜎𝜎12 = 𝜎𝜎22

T 検定

等分散でない
𝜎𝜎12 ≠ 𝜎𝜎22

高度な議論
F 検定

母平均の差の推定と検定（母分散未知）
Lecture 10     母集団の比較 母平均の差の検定（母分散未知）



Lecture 10
母集団の比較

おわり



Lecture 11
カイ2乗検定



𝑓𝑓𝑛𝑛 𝑥𝑥 =
1

2𝑛𝑛/2Γ 𝑛𝑛
2

𝑥𝑥
𝑛𝑛
2 − 1𝑒𝑒−

𝑥𝑥
2 𝑥𝑥 ≥ 0

𝜒𝜒2-分布

自由度 𝑛𝑛 の 𝜒𝜒𝑛𝑛2 -分布では,

平均値 𝜇𝜇 = 𝑛𝑛 分散 𝜎𝜎2 = 2𝑛𝑛

𝑍𝑍1,𝑍𝑍2,⋯ ,𝑍𝑍𝑛𝑛 が独立同分布な確率変数
で,  標準正規分布 𝑁𝑁 0,1 に従うとき,

は自由度 𝑛𝑛 の 𝜒𝜒2-分布に従う

定理

𝜒𝜒𝑛𝑛2 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑍𝑍𝑖𝑖2 （平方和）

Lecture 11     カイ2乗検定 カイ2乗分布



𝜒𝜒2-値が大きい
⇔ 想定からのずれが大きい
⇔ 有意差が認められる

𝜒𝜒52 0.05 = 11.070

上側 𝛼𝛼 点

例

Lecture 11     カイ2乗検定 カイ2乗分布



属性 𝐴𝐴1 𝐴𝐴2 ⋯ 𝐴𝐴𝑘𝑘 合計
観測度数 𝑋𝑋1 𝑋𝑋2 ⋯ 𝑋𝑋𝑘𝑘 𝑛𝑛
理論分布 𝑝𝑝1 𝑝𝑝2 ⋯ 𝑝𝑝𝑘𝑘 1
理論度数 𝑛𝑛𝑝𝑝1 𝑛𝑛𝑛𝑛2 ⋯ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘 𝑛𝑛

𝑛𝑛 個の
無作為標本

目 1 2 3 4 5 6 合計
度数 𝑋𝑋𝑖𝑖 24 18 16 22 23 17 120

理論度数 𝑚𝑚𝑖𝑖 20 20 20 20 20 20 120

例（サイコロ振り）

観測度数をもとに, 理論分布が妥当か
どうかを検定する.

問題

分布の適合度検定
母集団
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属性 𝐴𝐴1 𝐴𝐴2 ⋯ 𝐴𝐴𝑘𝑘 合計
観測度数 𝑋𝑋1 𝑋𝑋2 ⋯ 𝑋𝑋𝑘𝑘 𝑛𝑛

理論分布 𝑝𝑝1 𝑝𝑝2 ⋯ 𝑝𝑝𝑘𝑘 1
理論予想 𝑚𝑚1 𝑚𝑚2 ⋯ 𝑚𝑚𝑘𝑘 𝑛𝑛

𝜒𝜒2-検定

ピアソンの 𝜒𝜒2-値

𝜒𝜒2 = �
𝑖𝑖=1

𝑘𝑘
𝑋𝑋𝑖𝑖 − 𝑚𝑚𝑖𝑖

2

𝑚𝑚𝑖𝑖

定理
1. データから 𝜒𝜒2-値を計算
2. 自由度 𝑘𝑘 − 1 の 𝜒𝜒𝑘𝑘−12 -分布と比較
3. 上側 𝛼𝛼 点を超えれば, 有意差を

認める

検定の手順

は, 𝑚𝑚𝑖𝑖 が大きいとき(実用上, 𝑚𝑚𝑖𝑖 ≥ 5),
自由度 𝑘𝑘 − 1 の 𝜒𝜒2-分布に近似的に従う.

上側 𝛼𝛼 点

Lecture 11     カイ2乗検定 分布の適合度検定



サイコロを120回投げて出た目を記録した. このサイコロ
は公平と言えるだろうか?

目 1 2 3 4 5 6 合計
回数 𝑋𝑋𝑖𝑖 24 18 16 22 23 17 120

理論予想 𝑚𝑚𝑖𝑖 20 20 20 20 20 20 120

例題 11.1

Lecture 11     カイ2乗検定 分布の適合度検定



𝜒𝜒52 0.05 = 11.072.9

𝜒𝜒2 = �
𝑋𝑋𝑖𝑖 −𝑚𝑚𝑖𝑖

2

𝑚𝑚𝑖𝑖
= 2.9

𝐻𝐻0：サイコロは公平である ※ 𝜒𝜒2-値は自由度 5 の𝜒𝜒52-分布に従う

𝛼𝛼 = 0.05 （有意水準 5%）
𝐻𝐻1：サイコロは不公平である

検定統計量

𝜒𝜒2 = �
𝑋𝑋𝑖𝑖 −𝑚𝑚𝑖𝑖

2

𝑚𝑚𝑖𝑖

実現値

上側 5% 点

結論 有意水準 𝛼𝛼 = 0.05 のカイ2乗検定によって, 
𝐻𝐻0 は棄却できない（採択）
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𝐵𝐵1 𝐵𝐵2 ⋯ 𝐵𝐵𝑠𝑠 合計

𝐴𝐴1 𝑋𝑋11 𝑋𝑋12 ⋯ 𝑋𝑋1𝑠𝑠 𝑋𝑋1�

𝐴𝐴2 𝑋𝑋21 𝑋𝑋22 ⋯ 𝑋𝑋2𝑠𝑠 𝑋𝑋2�

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

𝐴𝐴𝑟𝑟 𝑋𝑋𝑟𝑟𝑟 𝑋𝑋𝑟𝑟𝑟 ⋯ 𝑋𝑋𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑋𝑋𝑟𝑟�

合計 𝑋𝑋�1 𝑋𝑋�2 ⋯ 𝑋𝑋�𝑠𝑠 𝑛𝑛

生まれ月

血
液
型

2つの属性 𝐴𝐴,𝐵𝐵 が独立

2種類の属性 𝐴𝐴,𝐵𝐵 に関するデータ 𝐴𝐴,𝐵𝐵 の関連性（独立性）を問う

独立性の検定

一般に, 確率変数 𝐴𝐴,𝐵𝐵 が独立とは

𝑃𝑃 𝐴𝐴 = 𝑎𝑎,𝐵𝐵 = 𝑏𝑏 = 𝑃𝑃 𝐴𝐴 = 𝑎𝑎 𝑃𝑃 𝐵𝐵 = 𝑏𝑏

定義

𝑋𝑋𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑛𝑛

=
𝑋𝑋𝑖𝑖�
𝑛𝑛
𝑋𝑋�𝑗𝑗
𝑛𝑛

Lecture 11     カイ2乗検定 独立性の検定



𝐵𝐵1 ⋯ 𝐵𝐵𝑗𝑗 ⋯ 𝐵𝐵𝑠𝑠 合計

𝐴𝐴1 𝑋𝑋11 ⋯ 𝑋𝑋1𝑗𝑗 ⋯ 𝑋𝑋1𝑠𝑠 𝑋𝑋1�

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

𝐴𝐴𝑖𝑖 𝑋𝑋𝑖𝑖𝑖 ⋯ 𝑋𝑋𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋯ 𝑋𝑋𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑋𝑋𝑖𝑖�

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

𝐴𝐴𝑟𝑟 𝑋𝑋𝑟𝑟𝑟 ⋯ 𝑋𝑋𝑟𝑟𝑟𝑟 ⋯ 𝑋𝑋𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑋𝑋𝑟𝑟�

合計 𝑋𝑋�1 ⋯ 𝑋𝑋�𝑗𝑗 ⋯ 𝑋𝑋�𝑠𝑠 𝑛𝑛

𝐴𝐴 と 𝐵𝐵 の独立を仮定したとき,

𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑖𝑖 ∩ 𝐵𝐵𝑗𝑗 = 𝑝𝑝𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝑋𝑋𝑖𝑖�
𝑛𝑛
𝑋𝑋�𝑗𝑗
𝑛𝑛

𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝑋𝑋𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑛𝑛
− 𝑝𝑝𝑖𝑖𝑖𝑖 =

𝑋𝑋𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑛𝑛
−
𝑋𝑋𝑖𝑖�
𝑛𝑛
𝑋𝑋�𝑗𝑗
𝑛𝑛

𝜒𝜒2 = 𝑛𝑛�
𝑖𝑖=1

𝑟𝑟

�
𝑗𝑗=1

𝑠𝑠 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖2

𝑝𝑝𝑖𝑖𝑖𝑖

これが自由度 𝑟𝑟 − 1 𝑠𝑠 − 1 の𝜒𝜒2-分布に従う.

ピアソンの 𝜒𝜒2- 値

=
1
𝑛𝑛
�
𝑖𝑖=1

𝑟𝑟

�
𝑗𝑗=1

𝑠𝑠
𝑛𝑛𝑋𝑋𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑋𝑋𝑖𝑖�𝑋𝑋�𝑗𝑗

2

𝑋𝑋𝑖𝑖�𝑋𝑋�𝑗𝑗
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発病有 発病無 合計

予防接種有 22 102 124

予防接種無 29 47 76

合計 51 149 200

発病有 発病無 合計

予防接種有 0.11 0.51 0.62

予防接種無 0.145 0.235 0.38

合計 0.255 0.745 1

実測データ 相対度数で表示

Lecture 11     カイ2乗検定 独立性の検定

（予防接種の有効性）例題 11.2



発病有 発病無 合計

予防接種有 0.11 0.51 0.62

予防接種無 0.145 0.235 0.38

合計 0.255 0.745 1

発病有 発病無 合計

予防接種有 0.1581 0.4619 0.62

予防接種無 0.0969 0.2831 0.38

合計 0.255 0.745 1

実測データ 𝐻𝐻0 (独立性)を仮定した理論値 𝑝𝑝𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜒𝜒2 = 𝑛𝑛�
𝑖𝑖=1

𝑟𝑟

�
𝑗𝑗=1

𝑠𝑠 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖2

𝑝𝑝𝑖𝑖𝑖𝑖

= 200
0.11 − 0.1581 2

0.1581
+ ⋯

= 10.338

𝜒𝜒12 0.01 = 6.635

有意水準 𝛼𝛼 = 0.05 または 𝛼𝛼 = 0.01 の
カイ2乗検定によって, 𝐻𝐻0 は棄却される.

𝜒𝜒12 0.05 = 3.841結論
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発病有 発病無 合計

予防接種有 22 102 124

予防接種無 29 47 76

合計 51 149 200

２×２分割表
属性あり 属性なし 合計

グループ1 𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑛𝑛1

グループ２ 𝑐𝑐 𝑑𝑑 𝑛𝑛2

合計 𝑛𝑛

グループ分けと属性の独立性基本的な問題

各グループの母比率が一致する

2×２の場合の特徴として同じことになる

独立性の検定

母比率の差の検定
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発病有 発病無 合計
予防接種有 22 102 124
予防接種無 29 47 76

合計 51 149 200

予防接種有, 予防接種無の発症率をそれぞれ 𝑝𝑝1, 𝑝𝑝2 とおく.

𝐻𝐻0: 𝑝𝑝1 = 𝑝𝑝2 = 𝑝𝑝 𝐻𝐻1: 𝑝𝑝1 ≠ 𝑝𝑝2帰無仮説と対立仮説

𝛼𝛼 = 0.05有意水準

検定統計量 𝑝̂𝑝1 − 𝑝̂𝑝2 ~ 𝑁𝑁 0, 𝑝𝑝 1 − 𝑝𝑝
1
𝑛𝑛1

+
1
𝑛𝑛2

𝑍𝑍 =
𝑝̂𝑝1 − 𝑝̂𝑝2
0.0635

~ 𝑁𝑁 0, 1

実現値 𝑧𝑧 =
0.177 − 0.382

0.0635
= −3.215

= 𝑁𝑁(0, 0.06352)

有意水準 𝛼𝛼 = 0.05 の両側検定に
よって 𝐻𝐻0 は棄却される.

結論
𝑝𝑝 =

22 + 29
124 + 76

= 0.255

両側 5% 点

Lecture 11     カイ2乗検定 独立性の検定
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発病有 発病無 合計
予防接種有 22 102 124
予防接種無 29 47 76

合計 51 149 200

𝑧𝑧 = −3.215 < −𝑧𝑧 0.05 = −1.96

母比率の比較による検定

有意水準 𝛼𝛼 = 0.05 の両側検定によって
𝐻𝐻0 は棄却される.

𝜒𝜒2 = 10.338 > 𝜒𝜒12 0.05 = 3.841

ピアソンの 𝜒𝜒2- 値による検定

２乗すると 10.337 > 3.841

有意水準 𝛼𝛼 = 0.05 の両側検定に
よって 𝐻𝐻0 は棄却される.

２×２分割表では, 厳密に
𝑧𝑧2 = 𝜒𝜒2

したがって, ２つの検定法は同値である.

一
致
し
て
い
る

Lecture 11     カイ2乗検定 独立性の検定
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例題 11.3

免疫あり 免疫なし 計
A市 35 (0.35) 65 (0.65) 100 (1.00)
B市 60 (0.50) 60 (0.50) 120 (1.00)

ある疾患に対する免疫の有無を調べるため, A市とB市で標本調査を行って, 次
の結果を得た. 免疫をもっ ている人の比率は両市で差があると考えられるか．
カイ２乗検定を用いよ.

【練習 10分】

Lecture 11     カイ2乗検定 独立性の検定



免疫あり 免疫なし 計
A市 35 (0.35) 65 (0.65) 100 (1.00)
B市 60 (0.50) 60 (0.50) 120 (1.00)

免疫あり 免疫なし 計

A市 0.159 0.295 0.454

B市 0.273 0.273 0.546

計 0.432 0.568 1

免疫あり 免疫なし 計

A市 0.196 0.258 0.454

B市 0.236 0.310 0.546

計 0.432 0.568 1

実測データ 独立性を仮定した理論値 𝑝𝑝𝑖𝑖𝑖𝑖

Lecture 11     カイ2乗検定 独立性の検定
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免疫あり 免疫なし 計

A市 0.159 0.295 0.454

B市 0.273 0.273 0.546

計 0.432 0.568 1

免疫あり 免疫なし 計

A市 0.196 0.258 0.454

B市 0.236 0.310 0.546

計 0.432 0.568 1

実測データ 𝐻𝐻0 (独立性)を仮定した理論値 𝑝𝑝𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜒𝜒2 = 𝑛𝑛�
𝑖𝑖=1

𝑟𝑟

�
𝑗𝑗=1

𝑠𝑠 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖2

𝑝𝑝𝑖𝑖𝑖𝑖

= 220
0.159 − 0.196 2

0.196
+ ⋯ = 4.951

有意水準 𝛼𝛼 = 0.05 のカイ2乗検定に
よって 𝐻𝐻0 は棄却される. 𝜒𝜒12 0.05 = 3.841

結論

Lecture 11     カイ2乗検定 独立性の検定

例題 11.3



ゴール数 0 1 2 3 4 5 6 7 合計

試合数 132 227 154 66 23 6 4 0 612

割合 0.22 0.37 0.25 0.11 0.04 0.01 0.01 0.00 1.00 

1試合1チーム当たりのゴール数を調べた.（サッカーのゴール数）

2013 年Jリーグ・ディビジョン１・第34 節 18 チーム総当たり全306試合

Lecture 11     カイ2乗検定 ポアソン分布の適合度検定

例題 11.4



ゴール数 0 1 2 3 4 5 6 7 合計

試合数 132 227 154 66 23 6 4 0 612

割合 0.22 0.37 0.25 0.11 0.04 0.01 0.01 0.00 1.00 

1試合1チーム当たりのゴール数を調べた.

平均値 = 1.436     
分散 = 1.367

（サッカーのゴール数）

2013 年Jリーグ・ディビジョン１・第34 節 18 チーム総当たり全306試合

ポアソン分布？

パラメータ 𝜆𝜆 = 1.436 のポアソン分布と比較

𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑘𝑘 =
1.436𝑘𝑘

𝑘𝑘!
𝑒𝑒−1.436 𝑘𝑘 = 0,1,2,⋯

Lecture 11     カイ2乗検定 ポアソン分布の適合度検定
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ゴール数 0 1 2 3 4 5 6 7 合計

試合数 132 227 154 66 23 6 4 0 612

割合 0.22 0.37 0.25 0.11 0.04 0.01 0.01 0.00 1.00 

ポアソン 0.2378 0.3416 0.2453 0.1174 0.0422 0.0121 0.0029 0.0006 0.9999 

理論度数 145.54 209.04 150.12 71.87 25.81 7.41 1.77 0.36 611.92 

パラメータ 𝜆𝜆 = 1.436 のポアソン分布と比較

𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑘𝑘 =
1.436𝑘𝑘

𝑘𝑘!
𝑒𝑒−1.436 𝑘𝑘 = 0,1,2,⋯

Lecture 11     カイ2乗検定 ポアソン分布の適合度検定

例題 11.4



Lecture 11     カイ2乗検定 ポアソン分布の適合度検定

例題 11.4



ゴール数 0 1 2 3 4 5 6 7 合計
試合数 132 227 154 66 23 6 4 0 612

理論度数 145.54 209.04 150.12 71.87 25.81 7.41 1.77 0.36 611.92 

ゴール数 0 1 2 3 4 5以上 合計
試合数 𝑋𝑋𝑖𝑖 132 227 154 66 23 10 612

理論度数 𝑚𝑚𝑖𝑖 145.54 209.04 150.12 71.87 25.81 9.62 612 

𝜒𝜒2 = �
𝑋𝑋𝑖𝑖 −𝑚𝑚𝑖𝑖

2

𝑚𝑚𝑖𝑖
= 3.703

𝜒𝜒2- 検定

理論度数 ≥ 5 となるように度数分布表を調整する

Lecture 11     カイ2乗検定 ポアソン分布の適合度検定
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ゴール数 0 1 2 3 4 5以上 合計
試合数 𝑋𝑋𝑖𝑖 132 227 154 66 23 10 612

理論度数 𝑚𝑚𝑖𝑖 145.54 209.04 150.12 71.87 25.81 9.62 612 

※ ポアソン分布の特殊性から, 𝜒𝜒2-値は自由度
6 − 1 − 1 = 4 のカイ2乗分布 𝜒𝜒42 -分布に従う.

𝐻𝐻0 : ポアソン分布に従う
𝐻𝐻1 : ポアソン分布に従わない

有意水準 𝛼𝛼 = 0.05

𝜒𝜒2- 検定

検定統計量

𝜒𝜒2 = �
𝑋𝑋𝑖𝑖 −𝑚𝑚𝑖𝑖

2

𝑚𝑚𝑖𝑖

Lecture 11     カイ2乗検定 ポアソン分布の適合度検定
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𝜒𝜒42(0.05) = 9.488

𝜒𝜒2 = �
𝑋𝑋𝑖𝑖 −𝑚𝑚𝑖𝑖

2

𝑚𝑚𝑖𝑖
= 3.703

実現値

有意水準 𝛼𝛼 = 0.05 のカイ2乗検定によって, 
𝐻𝐻0 は棄却されない.

ちなみに, 𝑃𝑃 = 0.4467

𝜒𝜒2- 検定

※ ポアソン分布の特殊性から, 
𝜒𝜒2-値は自由度 6 − 1 − 1 = 4

のカイ2乗分布 𝜒𝜒42 -分布に従う.

𝐻𝐻0 : ポアソン分布に従う
𝐻𝐻1 : ポアソン分布に従わない

有意水準 𝛼𝛼 = 0.05

検定統計量

𝜒𝜒2 = �
𝑋𝑋𝑖𝑖 −𝑚𝑚𝑖𝑖

2

𝑚𝑚𝑖𝑖

上側 5% 点

結論
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