
Lecture 11
カイ2乗検定



𝑓𝑓𝑛𝑛 𝑥𝑥 =
1

2𝑛𝑛/2Γ 𝑛𝑛
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𝜒𝜒2-分布

自由度 𝑛𝑛 の 𝜒𝜒𝑛𝑛2 -分布では,

平均値 𝜇𝜇 = 𝑛𝑛 分散 𝜎𝜎2 = 2𝑛𝑛

𝑍𝑍1,𝑍𝑍2,⋯ ,𝑍𝑍𝑛𝑛 が独立同分布な確率変数
で,  標準正規分布 𝑁𝑁 0,1 に従うとき,

は自由度 𝑛𝑛 の 𝜒𝜒2-分布に従う

定理

𝜒𝜒𝑛𝑛2 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑍𝑍𝑖𝑖2 （平方和）
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𝜒𝜒2-値が大きい
⇔ 想定からのずれが大きい
⇔ 有意差が認められる

𝜒𝜒52 0.05 = 11.070

上側 𝛼𝛼 点

例

Lecture 11     カイ2乗検定 カイ2乗分布



属性 𝐴𝐴1 𝐴𝐴2 ⋯ 𝐴𝐴𝑘𝑘 合計
観測度数 𝑋𝑋1 𝑋𝑋2 ⋯ 𝑋𝑋𝑘𝑘 𝑛𝑛
理論分布 𝑝𝑝1 𝑝𝑝2 ⋯ 𝑝𝑝𝑘𝑘 1
理論度数 𝑛𝑛𝑝𝑝1 𝑛𝑛𝑝𝑝2 ⋯ 𝑛𝑛𝑝𝑝𝑘𝑘 𝑛𝑛

𝑛𝑛 個の
無作為標本

目 1 2 3 4 5 6 合計
度数 𝑋𝑋𝑖𝑖 24 18 16 22 23 17 120

理論度数 𝑚𝑚𝑖𝑖 20 20 20 20 20 20 120

例（サイコロ振り）

観測度数をもとに, 理論分布が妥当か
どうかを検定する.

問題

分布の適合度検定
母集団

Lecture 11     カイ2乗検定 分布の適合度検定



属性 𝐴𝐴1 𝐴𝐴2 ⋯ 𝐴𝐴𝑘𝑘 合計
観測度数 𝑋𝑋1 𝑋𝑋2 ⋯ 𝑋𝑋𝑘𝑘 𝑛𝑛

理論分布 𝑝𝑝1 𝑝𝑝2 ⋯ 𝑝𝑝𝑘𝑘 1
理論予想 𝑚𝑚1 𝑚𝑚2 ⋯ 𝑚𝑚𝑘𝑘 𝑛𝑛

𝜒𝜒2-検定

ピアソンの 𝜒𝜒2-値

𝜒𝜒2 = �
𝑖𝑖=1

𝑘𝑘
𝑋𝑋𝑖𝑖 − 𝑚𝑚𝑖𝑖

2

𝑚𝑚𝑖𝑖

定理
ピアソンの 𝜒𝜒2-値は, 𝑚𝑚𝑖𝑖 が大きいと
き(実用上, 𝑚𝑚𝑖𝑖 ≥ 5), 自由度 𝑘𝑘 − 1 の
𝜒𝜒𝑘𝑘−12 -分布に近似的に従う.

Lecture 11     カイ2乗検定 分布の適合度検定

= 𝑛𝑛�
𝑖𝑖=1

𝑘𝑘 𝑋𝑋𝑖𝑖
𝑛𝑛 − 𝑝𝑝𝑖𝑖

2

𝑝𝑝𝑖𝑖

絶対度数 相対度数 【検定】𝜒𝜒2-値が上側 𝛼𝛼 点を超え
れば, 有意差を認める



サイコロを120回投げて出た目を記録した. このサイコロ
は公平と言えるだろうか?

目 1 2 3 4 5 6 合計
回数 𝑋𝑋𝑖𝑖 24 18 16 22 23 17 120

理論予想 𝑚𝑚𝑖𝑖 20 20 20 20 20 20 120

例題 11.1

Lecture 11     カイ2乗検定 分布の適合度検定



𝜒𝜒52 0.05 = 11.072.9

𝜒𝜒2 = �
𝑋𝑋𝑖𝑖 −𝑚𝑚𝑖𝑖

2

𝑚𝑚𝑖𝑖
= 2.9

𝐻𝐻0：サイコロは公平である ※ 𝜒𝜒2-値は自由度 5 の𝜒𝜒52-分布に従う

𝛼𝛼 = 0.05 （有意水準 5%）
𝐻𝐻1：サイコロは不公平である

検定統計量

𝜒𝜒2 = �
𝑋𝑋𝑖𝑖 −𝑚𝑚𝑖𝑖

2

𝑚𝑚𝑖𝑖

実現値

上側 5% 点

結論 有意水準 𝛼𝛼 = 0.05 のカイ2乗検定によって, 
𝐻𝐻0 は棄却できない（採択）
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𝐵𝐵1 𝐵𝐵2 ⋯ 𝐵𝐵𝑠𝑠 合計

𝐴𝐴1 𝑋𝑋11 𝑋𝑋12 ⋯ 𝑋𝑋1𝑠𝑠 𝑋𝑋1�

𝐴𝐴2 𝑋𝑋21 𝑋𝑋22 ⋯ 𝑋𝑋2𝑠𝑠 𝑋𝑋2�

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

𝐴𝐴𝑟𝑟 𝑋𝑋𝑟𝑟1 𝑋𝑋𝑟𝑟2 ⋯ 𝑋𝑋𝑟𝑟𝑠𝑠 𝑋𝑋𝑟𝑟�

合計 𝑋𝑋�1 𝑋𝑋�2 ⋯ 𝑋𝑋�𝑠𝑠 𝑛𝑛

生まれ月

血
液
型

2つの属性 𝐴𝐴,𝐵𝐵 が独立

2種類の属性 𝐴𝐴,𝐵𝐵 に関するデータ 𝐴𝐴,𝐵𝐵 の関連性（独立性）を問う

独立性の検定

一般に, 確率変数 𝐴𝐴,𝐵𝐵 が独立とは

𝑃𝑃 𝐴𝐴 = 𝑎𝑎,𝐵𝐵 = 𝑏𝑏 = 𝑃𝑃 𝐴𝐴 = 𝑎𝑎 𝑃𝑃 𝐵𝐵 = 𝑏𝑏

定義

𝑋𝑋𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑛𝑛

=
𝑋𝑋𝑖𝑖�
𝑛𝑛

𝑋𝑋�𝑖𝑖
𝑛𝑛

Lecture 11     カイ2乗検定 独立性の検定



発病有 発病無 合計

予防接種有 22 102 124

予防接種無 29 47 76

合計 51 149 200

実測データ

（予防接種の有効性）

Lecture 11     カイ2乗検定 独立性の検定

例題 11.2



発病有 発病無 合計

予防接種有 22 102 124

予防接種無 29 47 76

合計 51 149 200

発病有 発病無 合計

予防接種有 0.11 0.51 0.62

予防接種無 0.145 0.235 0.38

合計 0.255 0.745 1

実測データ 相対度数で表示

Lecture 11     カイ2乗検定 独立性の検定

（予防接種の有効性）例題 11.2



発病有 発病無 合計

予防接種有 0.11 0.51 0.62

予防接種無 0.145 0.235 0.38

合計 0.255 0.745 1

発病有 発病無 合計

予防接種有 0.1581 0.4619 0.62

予防接種無 0.0969 0.2831 0.38

合計 0.255 0.745 1

𝐻𝐻0 (独立性)を仮定した理論値 𝑝𝑝𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜒𝜒2 = 𝑛𝑛�
𝑖𝑖=1

𝑟𝑟

�
𝑖𝑖=1

𝑠𝑠 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖2

𝑝𝑝𝑖𝑖𝑖𝑖

= 200
0.11 − 0.1581 2

0.1581
+ ⋯

= 10.338

𝜒𝜒12 0.01 = 6.635

有意水準 𝛼𝛼 = 0.05 または 𝛼𝛼 = 0.01 の
カイ2乗検定によって, 𝐻𝐻0 は棄却される.

𝜒𝜒12 0.05 = 3.841結論

Lecture 11     カイ2乗検定 独立性の検定

（𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖: 実測と理論の差）

実測データ（相対度数）



発病有 発病無 合計

予防接種有 22 102 124

予防接種無 29 47 76

合計 51 149 200

２×２分割表
属性あり 属性なし 合計

グループ1 𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑛𝑛1

グループ２ 𝑐𝑐 𝑑𝑑 𝑛𝑛2

合計 𝑛𝑛

グループ分けと属性の独立性基本的な問題

各グループの母比率が一致する

2×２の場合の特徴として同じことになる

独立性の検定

Lecture 11     カイ2乗検定 独立性の検定

母比率の差の検定



発病有 発病無 合計
予防接種有 22 102 124
予防接種無 29 47 76

合計 51 149 200

予防接種有, 予防接種無の発症率をそれぞれ 𝑝𝑝1, 𝑝𝑝2 とおく.

𝐻𝐻0: 𝑝𝑝1 = 𝑝𝑝2 = 𝑝𝑝 𝐻𝐻1: 𝑝𝑝1 ≠ 𝑝𝑝2帰無仮説と対立仮説

𝛼𝛼 = 0.05有意水準

検定統計量 �̂�𝑝1 − �̂�𝑝2 ~ 𝑁𝑁 0,𝑝𝑝 1 − 𝑝𝑝
1
𝑛𝑛1

+
1
𝑛𝑛2

𝑍𝑍 =
�̂�𝑝1 − �̂�𝑝2
0.0635

~ 𝑁𝑁 0, 1

実現値 𝑧𝑧 =
0.177 − 0.382

0.0635
= −3.215

= 𝑁𝑁(0, 0.06352)

有意水準 𝛼𝛼 = 0.05 の両側検定に
よって 𝐻𝐻0 は棄却される.

結論
𝑝𝑝 =

22 + 29
124 + 76

= 0.255

両側 5% 点

Lecture 11     カイ2乗検定 独立性の検定

（再考）例題 11.2



発病有 発病無 合計
予防接種有 22 102 124
予防接種無 29 47 76

合計 51 149 200

𝑧𝑧 = −3.215 < −𝑧𝑧 0.05 = −1.96

母比率の比較による検定

有意水準 𝛼𝛼 = 0.05 の両側検定によって
𝐻𝐻0 は棄却される.

𝜒𝜒2 = 10.338 > 𝜒𝜒12 0.05 = 3.841

ピアソンの 𝜒𝜒2- 値による検定

２乗すると 10.337 > 3.841

有意水準 𝛼𝛼 = 0.05 の両側検定に
よって 𝐻𝐻0 は棄却される.

２×２分割表では, 厳密に
𝑧𝑧2 = 𝜒𝜒2

したがって, ２つの検定法は同値である.

一
致
し
て
い
る

Lecture 11     カイ2乗検定 独立性の検定

（再考）例題 11.2



例題 11.3

試験＼出席状況 不足 満足
不合格 23 46
合格 15 41

ある授業科目において,  試験の合否と出席状況の結果は次の表のようになった.
試験の合否と出席状況に関連はあるか, カイ２乗検定によって調べよ.

Lecture 11     カイ2乗検定 独立性の検定

StatData11_3.csv



Lecture 11     カイ2乗検定 独立性の検定

例題 11.3

不足 満足 計

不合格 0.184 0.368 0.552
合格 0.120 0.328 0.448
計 0.304 0.696 1

実測データ（相対度数）

不足 満足 計

不合格 0.1678 0.3842 0.552
合格 0.1362 0.3118 0.448
計 0.304 0.696 1

𝐻𝐻0 (独立性)を仮定した理論値 𝑝𝑝𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜒𝜒2 = 𝑛𝑛�
𝑖𝑖=1

𝑟𝑟

�
𝑖𝑖=1

𝑠𝑠 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖2

𝑝𝑝𝑖𝑖𝑖𝑖

= 125
0.184 − 0.1678 2

0.1678
+ ⋯ = 0.626

有意水準 𝛼𝛼 = 0.05 のカイ2乗検定に
よって 𝐻𝐻0 は棄却されない.
（独立性を認める.） 𝜒𝜒12 0.05 = 3.841

結論

（𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖: 実測と理論の差）

𝑃𝑃 = 0.429



ゴール数 0 1 2 3 4 5 6 7 合計

試合数 132 227 154 66 23 6 4 0 612

割合 0.22 0.37 0.25 0.11 0.04 0.01 0.01 0.00 1.00 

1試合1チーム当たりのゴール数を調べた.（サッカーのゴール数）

2013 年Jリーグ・ディビジョン１・第34 節 18 チーム総当たり全306試合

Lecture 11     カイ2乗検定 ポアソン分布の適合度検定

例題 11.4



ゴール数 0 1 2 3 4 5 6 7 合計

試合数 132 227 154 66 23 6 4 0 612

割合 0.22 0.37 0.25 0.11 0.04 0.01 0.01 0.00 1.00 

1試合1チーム当たりのゴール数を調べた.

平均値 = 1.436     
分散 = 1.367

（サッカーのゴール数）

2013 年Jリーグ・ディビジョン１・第34 節 18 チーム総当たり全306試合

ポアソン分布？

パラメータ 𝜆𝜆 = 1.436 のポアソン分布と比較

𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑘𝑘 =
1.436𝑘𝑘

𝑘𝑘!
𝑒𝑒−1.436 𝑘𝑘 = 0,1,2,⋯

Lecture 11     カイ2乗検定 ポアソン分布の適合度検定

例題 11.4



ゴール数 0 1 2 3 4 5 6 7 合計

試合数 132 227 154 66 23 6 4 0 612

割合 0.22 0.37 0.25 0.11 0.04 0.01 0.01 0.00 1.00 

ポアソン 0.2378 0.3416 0.2453 0.1174 0.0422 0.0121 0.0029 0.0006 0.9999 

理論度数 145.54 209.04 150.12 71.87 25.81 7.41 1.77 0.36 611.92 

パラメータ 𝜆𝜆 = 1.436 のポアソン分布と比較

𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑘𝑘 =
1.436𝑘𝑘

𝑘𝑘!
𝑒𝑒−1.436 𝑘𝑘 = 0,1,2,⋯

Lecture 11     カイ2乗検定 ポアソン分布の適合度検定

例題 11.4



Lecture 11     カイ2乗検定 ポアソン分布の適合度検定

例題 11.4



ゴール数 0 1 2 3 4 5 6 7 合計
試合数 132 227 154 66 23 6 4 0 612

理論度数 145.54 209.04 150.12 71.87 25.81 7.41 1.77 0.36 611.92 

ゴール数 0 1 2 3 4 5以上 合計
試合数 𝑋𝑋𝑖𝑖 132 227 154 66 23 10 612

理論度数 𝑚𝑚𝑖𝑖 145.54 209.04 150.12 71.87 25.81 9.62 612 

𝜒𝜒2 = �
𝑋𝑋𝑖𝑖 −𝑚𝑚𝑖𝑖

2

𝑚𝑚𝑖𝑖
= 3.703

𝜒𝜒2- 検定

理論度数 ≥ 5 となるように度数分布表を調整する

Lecture 11     カイ2乗検定 ポアソン分布の適合度検定

例題 11.4



𝜒𝜒42(0.05) = 9.488

𝜒𝜒2 = �
𝑋𝑋𝑖𝑖 −𝑚𝑚𝑖𝑖

2

𝑚𝑚𝑖𝑖
= 3.703

実現値

有意水準 𝛼𝛼 = 0.05 のカイ2乗検定によって, 
𝐻𝐻0 は棄却されない.

ちなみに, 𝑃𝑃 = 0.4467

𝜒𝜒2- 検定

※ ポアソン分布の特殊性から, 
𝜒𝜒2-値は自由度 6 − 1 − 1 = 4

のカイ2乗分布 𝜒𝜒42 -分布に従う.

𝐻𝐻0 : ポアソン分布に従う
𝐻𝐻1 : ポアソン分布に従わない

有意水準 𝛼𝛼 = 0.05

検定統計量

𝜒𝜒2 = �
𝑋𝑋𝑖𝑖 −𝑚𝑚𝑖𝑖

2

𝑚𝑚𝑖𝑖

上側 5% 点

結論

Lecture 11     カイ2乗検定 ポアソン分布の適合度検定

例題 11.4



Python を使ってみる
 𝜒𝜒2-分布

Lecture 11     カイ2乗検定 Python を使ってみる

 例題11.3 

• 生データ StatData11_3.csv からクロス集計表を作る
• カイ2乗検定を行う

• 確率密度関数のグラフ
• 確率計算

StatData11_3 - Jupyter Notebook.pdf

ChiSquare_distribution - Jupyter Notebook.pdf
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