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1 序

近年，情報機器の発展やインターネットが手軽に利用できるようになり，世界規模の高度情報化

社会が確立しつつある。総務省のデータによると，2010年にはおよそ 10％だったスマートフォン

の世帯保有率は，2017 年には，およそ 75 ％にまで上昇し，パソコンの世帯保有率を上回ってい

る。現代の人々にとっては，スマートフォンがない生活は想像できないほどの必需品となっている

（総務省，2019）。

個人間の相互作用を機序として生起する人口集団内の構造変異動態は，集合現象 (collective

phenomenon)と呼ばれる。石井 (2003)は，次の 3つの集合現象の範疇を挙げた。一つ目は, 時間

経過に伴って，未採用から採用の状態へと一方向的に変わる普及現象である。たとえば，冒頭に挙

げたような，携帯電話に取って代わったスマートフォンの普及が挙げられる。二つ目は，2種の事

柄のどちらか一方を選びかつ双方向的な選択の変更が許される過程であり，世論現象と呼ばれる。

法改正に関する賛否の意見分布が，この例にあてはまる。三つ目は，個人が二つの状態 (未採用と

採用，または，2種の採用)を移り変わる流行現象である。この流行現象には，さらに，反復性流

行と交替性流行という分類がある。反復性流行とは，期間をおいて繰り返される流行であり，最近

話題となっているタピオカドリンクのように，いわゆる「ブーム」を例として挙げられる。交替性

流行とは，2種の事柄の採用状態の間を周期的に移り変わる流行を指し，女子学生の靴下の丈の流

行が例として挙げられることがある。これらの集合現象には，いずれにも，「個人の意思決定」が

関わっている。個人の意思決定が集合現象の機序となり，集団を構成する成員の個性の分布が集合

現象の性質に大きな影響を与えると考えられる。

アメリカの社会学者Mark Granovetterは，1978年，集合現象としての「普及」に関する概念

的な基礎モデルを提案した（本論文第 2章参照）。それ以前の集合現象のモデルでは，採用者と非

採用者のランダムな接触によって普及が進む単純な過程を仮定していたが，Granovetter（1978）

によるモデルでは，集団全体の状態 (普及率)が個人の意思決定に及ぼす影響を仮定し，各個人は

自身のもつ「閾値」と集団全体の状態に依存して，意思決定を行う。「閾値」は，対象となる事柄

を採用する意思決定を行うために個人がもつ基準の値として定義される。ある個人による採用の意

思決定は，集団中の普及率が，その個人のもつ閾値によって定まる基準を超えるときに限り成され

る。基準を超えなければ，不採用の意思決定が成される。低い閾値をもつ個人は，流行に敏感で，

新しもの好きという性質であり，高い閾値をもつ個人は，流行に疎く，慎重な性質であるとみなさ

れ得る。Granovetter（1978）によるこの閾値モデルは，集団を成す個人の個性の違いを閾値の分

布によって導入しており，集団内の不均質さが普及現象の性質を決める重要な因子であることを明

示できる基礎モデルである。ただし，普及過程のしくみ（因果関係）を与えたモデルに過ぎず，時

間経過に伴う構造の変異過程を表すモデルではなく，集合現象のダイナミクスモデルではない。本

論文第 2章では，そのアイデアを発展させ，集団内における普及現象の時間発展ダイナミクスを表

す数理モデリングを検討し，構築される数理モデルの基本的な性質を述べる。集団における意思決

定による集合現象の典型の一つとして，進学における（受験生による）志望校選択がある。入学試
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験において，志願者数が 1年おきに増減を繰り返す「隔年現象」が検出される例が少なからず知ら

れている（小泉，2015）。倉元（2013）は，東北大学一般入試前期日程試験についての 29年間の実

データから，その隔年現象の存在を統計的に示した。一方，隔年現象が認められない募集単位もあ

り，隔年現象の出現は，受験生の心理的要因（前年度の高倍率を敬遠したり，低倍率に対して好感

をもつ傾向など）だけでは説明することが難しいと考えられている（井上，2011）。

ある高校受験生を考えれば，ある高校を受験するか否かという二者択一の意思決定が必要であ

る。今日，日本では受験産業が発達し，志望校選択において，受験生は，受験産業が提供する情報

の影響を強く受けると考えられる（井上，2011；藤原，2012；今野，2017）。受験生は，自らの学

力と当該の高校の過去の入試結果などの受験情報に影響を受けて，その意思決定を行うだろう。こ

のとき，受験生を特徴付ける因子としての「学力」は，上記の Granovetter（1978）の閾値モデル

における「閾値」と類似の因子とみなすこともできる。

本論文では，第 2章において，Granovetter（1978）の閾値モデルのアイデアを発展させ，時間

経過に伴う集団内の構造変異のダイナミクスを表す合理的な数理モデリングについて論じた後，第

3章では，同様のアイデアを発展的に応用して，入学試験における受験倍率の年次変動ダイナミク

スの数理モデリングについて検討する。構築された数理モデルについての解析から得られる基本的

な結果が与える示唆を元に，受験倍率の年次変動の特性をもたらす要因に関する考察と，さらに発

展的な研究に対する課題の提示を試みる。

2 閾値モデルによる二者択一意思決定者頻度変動ダイナミクス

2.1 Granovetter（1978）の閾値モデル

Granovetter（1978）は，デモや流行現象などの集団行動における参加・不参加または採択・不

採択についての各個人の意思決定に関して，集団内に存在する採択者によって現れる社会的影響に

基づくモデルを考えた。ここで，「社会的影響」とは，採択者による広告や扇動，あるいは，採択

したことによる無意識な行動変化などを指している。たとえば，アパレルにおける特定の色やデザ

インの流行，感冒流行の兆しに対するマスク使用者頻度の増減などを想定できる。

ある集団における，ある事柄に関する各個人による二者択一の意思決定について次のように考

える：

• その事柄に関する意思決定について，各個人がある基準をもっており，その基準に従っての
み意思決定が行われる。

• 意思決定の基準は各個人で（一般的に）異なる。

さらに，集団内における採択者の存在が各個人の意思決定に与える影響を考える：

• 採択の意思決定を行った者の頻度が大きいほど，採択する意思決定を行う基準は満たされや
すい。
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これらの前提に基づいて，Granovetter（1978）では，以下の 6つの仮定による二者択一の意思

決定のモデリングが提案されている：

仮定 2.1 各個人の意思決定は，「社会的な影響の強さに対する閾値」に基づいて各個人の意思決定

は成される。

仮定 2.2 社会的な影響の強さは集団内の採択者頻度に比例する。　

仮定 2.3 各個人の閾値は一般的に異なる。

仮定 2.4 社会的な影響の強さが閾値を超えている場合に限り，採択の意思決定が行われ得る。　

仮定 2.5 不採択の意思決定を行ったとしても，その後の採択・不採択の意思決定は独立に行わ

れる。

仮定 2.6 採択者が採択した事柄を破棄することはない。（一旦採択者となった者は採択者であり

続ける）

Granovetter（1978）による以上のモデリングに基づく採択者頻度の動態については，以下のよう

に概念的な例を考えることができる（友知，2014）：

社会的な影響の強さを採択者頻度そのもので表すことにする。ある 100人の集団において，閾値

0～10％をもつ者は存在せず，閾値 11，12，. . .，30％をもつ者が 1人ずつ，閾値 31，32，. . .，

40％をもつ者が 2人ずつ，閾値 41，42，. . .，50％をもつ者が 3人ずつ，閾値 51，52，. . .，60

％をもつ者が 2人ずつ，閾値 61，62，. . .，70％をもつ者が 1人ずつ，閾値 71～100％をもつ者

は存在しないという閾値分布を考える。

まず，（どのように定まったのかは問わず）始めの採択者が 45人いた場合（この 45人の閾値は

全て 45 ％以下とする）を考える。採択者頻度は 45 ％であり，与えられた閾値分布により，閾値

45％以下をもつ者は 55人存在するので，いずれは新たに 10人が採択の意思決定を行い，採択者

頻度は 55％を超えることになる。ところが，閾値 55％以下をもつ者は 80人存在するので，いず

れはさらに 25人が採択の意思決定を行い，採択者頻度は 80 ％を超えることが期待できる。閾値

80％以下をもつ者は 100人，つまり集団全員であるから，いずれは集団全体が採択者のみで占め

られると考えられる。対照的に，初めに採択者が 40人いた場合（この 40人の閾値は全て 40％以

下とする）には，閾値 40％以下をもつ者は丁度 40人であり，他の 60人のもつ閾値は全て 40％よ

り大きい。よって，採択者が増加することはありえず，採択者頻度は 40％に留まる。

この例が示すように，Granovetter（1978）による閾値モデルは，集団内の閾値の分布に依存して，

初期状態の違いが採択者頻度の動態に大きな差違を生み出しうることを示唆している（Yamaguti，

1994）。ただし，本節で述べた Granovetter（1978）の閾値モデルは，採択者頻度の時間変動を表

す数理モデルとはいえない。採択者頻度の変化が時間経過に伴う状況変化と対応付けられているわ

けではないからである。次節では，この Granovetter（1978）による閾値モデルの考え方に基づい

た採択者頻度の時間変動ダイナミクスを与える数理モデリングについて論じる。
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2.2 閾値分布下の頻度変動ダイナミクスの数理モデリング

閾値の分布と意思決定のルール

Granovetter（1978）の閾値モデルの仮定 2.2により，集団内の採択者頻度が P（0 ≤ P ≤ 1）で

あるとき，各個人の意思決定に対する社会的影響の強さが αP で与えられるものとする (αは正定

数；0 ≤ αP ≤ α)。仮定 2.1と 2.4に基づき，閾値 ξ をもつ個人の意思決定のルールを，以下のよ

うに定める：{
ξ ≤ αP =⇒ その事柄を採択する意思決定を行い得る　

ξ > αP =⇒ 意思決定を行わない，もしくはその事柄を不採択とする意思決定を行う
(1)

また，仮定 2.3に基づき，考えている集団における閾値の分布を，次の分布関数によって与える：

F (x) = Prob(ξ ≤ x) =

∫ x

−∞
f(ξ)dξ (2)

F (x)は，考えている集団において，閾値が x以下である個人の頻度 (無作為に抽出したある個人

の閾値が x 以下である確率) を表す分布関数 (累積分布関数) であり，f はその密度分布関数であ

る。閾値の分布を表している関数 F もしくは f が集団の特性を表す。

ここで，非正の閾値 ξ (≤ 0)をもつ者は，社会の状況に関わらずに必ず採択する者を表しており，

αより大きな閾値 ξ (> α)をもつ者は，決して，採択する意思決定が行われ得ない者（たとえば，

考えている事柄に無関係，あるいは，無関心な者）を表すが，本節では，より簡単な場合として，

次の性質を満たす閾値分布を仮定する：

f(ξ) =


0 (ξ ≤ 0)

≥ 0 (0 < ξ ≤ α)

0 (ξ > α)

よって， ∫ ∞

−∞
f(ξ)dξ =

∫ α

0

f(ξ)dξ = 1

であり，分布関数 F は，次の性質をもつ単調非減少かつ連続な関数である：

F (x) =


0 (x ≤ 0)

≥ 0 (0 < x < α)

1 (x ≥ α)
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時点 tにおける採択者頻度

ある単位時間ステップ内（たとえば，1日）で，考えている事柄を新たに採択する人数の期待値

を考える。今，仮定 2.6により，採択者頻度は非減少である。N を集団全体の人数，Pt を時点 tに

おける採択者頻度とすると，NPt が時点 tにおける採択者数，NF (x)が x以下の閾値を持つ人数

を意味する。1− Pt が時点 tにおいて採択をしていない者の頻度である。

仮定 2.4によるルールを与える (1)からは，(初期の採択者を除く)採択者のもつ閾値は αP 以下

に限られるが，考えている集団における初期における採択者頻度 P0 は，(1)とは無関係に，次の

ように与える：

P0 :=

∫ α

0

φ0(ξ)f(ξ)dξ

φ0(ξ)は閾値 ξ をもつ者のうち，初期採択者として与えられる割合である。0 ≤ φ0(ξ) ≤ 1であり，

0 < P0 ≤
∫ α

0

f(ξ)dξ = 1

を満たす。仮定 2.6により，採択者は採択者であり続けるので，初期採択者のうち，時点 tにおい

て αPt を超える閾値をもつ人数は，

N

∫ α

αPt

φ0(ξ)f(ξ)dξ (3)

で与えられる。初期採択者が，どのように定まるかについては様々な可能性が想定できるが，ここ

ではその定め方を特定することなく，関数 φ0 によって与えられる初期採択者頻度 P0 を仮定とし

て与える。

時点 tにおいて採択していない者の人数

N{1− F (αPt)}は閾値が αPt より大きい者の人数であるから，式 (3)により，αPt を超える閾

値をもつ部分集団において，採択をしていない者の人数は，

N{1− F (αPt)} −N

∫ α

αPt

φ0(ξ)f(ξ)dξ (4)

によって与えられる。一方，αPt 以下の閾値をもつ部分集団において，初期採択者以外の人数は

NF (αPt)−N

∫ αPt

0

φ0(ξ)f(ξ)dξ

によって与えられる。

また，初期採択者以外で時点 tまでに採択者となった者の人数はN(Pt −P0)と表すことができ，

仮定 2.4による (1)により，これらの採択者は全て αPt 以下の閾値をもつ者であるから，αPt 以下

の閾値をもつ部分集団の中で採択していない者の人数は次式で与えられる：
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{
NF (αPt)−N

∫ αPt

0

φ0(ξ)f(ξ)dξ

}
−N(Pt − P0)

= NF (αPt)−N

∫ αPt

0

φ0(ξ)f(ξ)dξ −NPt +N

∫ α

0

φ0(ξ)f(ξ)dξ

= NF (αPt)−NPt +N

∫ α

αPt

φ0(ξ)f(ξ)dξ (5)

果たして，式 (4)と (5)の和が，考えている集団内の採択をしていない者の人数 N(1− Pt)に等し

く，次の恒等式が成り立っている：[
N{1− F (αPt)} −N

∫ α

αPt

φ0(ξ)f(ξ)dξ

]
+

[
NF (αPt)−NPt +N

∫ α

αPt

φ0(ξ)f(ξ)dξ

]
= N(1−Pt)

単位時間ステップ内における新規採択者数の期待値

意思決定が行われうるには，考えている事柄に関わりをもつ機会が必要であり，そのような機会

への遭遇の起こり易さは，集団内の採択者頻度 P に依存することが仮定できるだろう。そこで，

単位時間ステップ内において，採択の基準を満たす閾値をもちながら未だ意思決定を行っていない

個人が，採択の意思決定をする機会を得る確率を B(P )とする（0 ≤ B(P ) < 1）。そして，機会が

得られたときに意思決定が成される確率を γ とおく（0 < γ ≤ 1）。意思決定の機会に遭遇した際で

も，意思決定を行わない確率 1− γ は，意思決定という過程に入らない（意思決定をする状況にな

い）事象の確率である。

単位時間ステップ内において，考えている事柄の新規採択者数の期待値は N(Pt+1 − Pt)と表さ

れるので，確率 B(Pt)と γ を用いれば，式 (5)により次の等式が成り立つ：

N(Pt+1 − Pt) = γB(Pt)

{
NF (αPt)−NPt +N

∫ α

αPt

φ0(ξ)f(ξ)dξ

}
(6)

採択者頻度の時間変動ダイナミクス

等式 (6)から，採択者頻度 P の時間変動を定める次の離散時間モデルが導出できる：� �
� �Pt+1 = {1− γB(Pt)}Pt + γB(Pt)F (αPt) + γB(Pt)

∫ α

αPt

φ0(ξ)f(ξ)dξ (7)

この離散時間モデルによる採択者頻度の時系列 {Pt}は，次の定理で示される性質をもつ：

定理 2.1 0 ≤ P0 ≤ 1のとき，任意の t ≥ 0について 0 ≤ Pt ≤ 1である。

証明 式 (7)から，P0 = 0のとき，任意の ξ に対して φ0(ξ) = 0であるから，恒等的に Pt = 0

となることは容易にわかる。0 < P0 ≤ 1のとき，
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P1 = {1− γB(P0)}P0 + γB(P0)F (αP0) + γB(P0)

∫ α

αP0

φ0(ξ)f(ξ)dξ

= {1− γB(P0)}P0 + γB(P0)

∫ αP0

0

f(ξ)dξ + γB(P0)

∫ α

αP0

φ0(ξ)f(ξ)dξ ≥ 0

である。また，0 ≤ φ0(ξ) ≤ 1であるから，次の不等式が成り立つ：

P1 ≤ {1− γB(P0)}P0 + γB(P0)

∫ αP0

0

f(ξ)dξ + γB(P0)

∫ α

αP0

f(ξ)dξ

= {1− γB(P0)}P0 + γB(P0)

∫ α

0

f(ξ)dξ

= {1− γB(P0)}P0 + γB(P0)

= P0 + γB(P0)(1− P0) (8)

0 < P0 < 1ならば，不等式 (8)の右辺は γB(P0)(< 1)と 1の内分点であるから 1以下の正値であ

り，P0 = 1なら 1である。以上により，0 < P1 ≤ 1であることが示された。同様に，0 ≤ Pt ≤ 1

のとき，0 ≤ Pt+1 ≤ 1であることを示すことができるので，数学的帰納法により，定理 2.1は証明

された。

閾値分布が一様分布の場合の採択者頻度変動ダイナミクス

本節では閾値分布が一様分布で与えられる場合における数理モデル (7)による採択者頻度の時間

変動ダイナミクスについて考える。次の密度分布関数 f を仮定する：

f(z) =



0 (z ≤ 0)

1

θα
(0 < z ≤ θα)

0 (z > θα)

(9)

ここで，パラメータ θ については 0 < θ ≤ 1である。一様分布を与えるこの密度分布関数 f によ

り，θαより大きな閾値をもつ者は存在しない。対応する分布関数 F は，次のように与えられる：

F (x) =



0 (x ≤ 0)

x

θα
(0 < x ≤ θα)

1 (x > θα)

(10)

意思決定の機会との遭遇のし易さは採択者が多いほど起こりやすいと仮定すれば，確率B(P )は，

P の単調増加関数である。最も単純な場合を仮定し，B(Pt) = bPt とする (bは 1以下の正定数)。

さらに，ここでは，初期採択者は，閾値によらず等確率で選定されるものと仮定し，φ0(ξ) = φ0 と

する (φ0 は 1より小さい正定数)。
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図 1: リターンマップ F (Pt) のグラフ。(a) (θ, φ0) = (0.6, 0.00001)，θ + φ0 − 1 = −0.39999；

(b) (θ, φ0) = (0.6, 0.4)，θ + φ0 − 1 = 0；(c) (θ, φ0) = (0.6, 0.99)，θ + φ0 − 1 = 0.54。

以上の仮定により，式 (7) から，採択者頻度の時間変動ダイナミクスは，次式によって与えら

れる：

Pt+1 = (1− γbPt)Pt + γbPtF (αPt) + γbφ0Pt

∫ α

αPt

f(ξ)dξ (11)

式 (9)と (10)が定める閾値分布により，0 < Pt ≤ θのとき，式 (11)は，

Pt+1 = {1− γbPt}Pt + γbPt
αPt

θα
+ γbPtφ0

∫ θα

αPt

1

θα
dξ

= (1 + γbφ0)

(
1− θ + φ0 − 1

θφ0

γbφ0

1 + γbφ0
Pt

)
Pt (12)

となる。また，Pt > θ のときには，F (αPt) = 1であり，任意の ξ > αPt について f(ξ) = 0なの

で，式 (11)は，

Pt+1 = (1− γbPt)Pt + γbPt = (1 + γb)

(
1− γb

1 + γb
Pt

)
Pt (13)

となる。以上により，採択者頻度の時間変動ダイナミクスを与える次の数理モデルが得られた：

Pt+1 = F (Pt) =


(1 + γbφ0)

(
1− θ + φ0 − 1

θφ0

γbφ0

1 + γbφ0
Pt

)
Pt (Pt ≤ θ)

(1 + γb)

(
1− γb

1 + γb
Pt

)
Pt (Pt > θ)

(14)

図 1が示すような式 (14)が与えるリターンマップF による cobwebbing法を用いれば，任意の

初期値 0 < P0 < 1に対して，数列 {Pk}が単調増加列であり，t → ∞において，1に漸近収束す

ることが容易に示される（図 2参照）（Kaplan & Glass，1995）。

特に，θ = 1の場合には，採択者頻度の時間変動ダイナミクス (14)は，

Pt+1 = (1 + γbφ0)

(
1− γbφ0

1 + γbφ0
Pt

)
Pt
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図 2: 採択者頻度 P の時間変動の例。(γ, b, θ, φ0) = (0.7, 0.7, 0.6, 0.01)，P0 = 0.1。

となり，いわゆる logistic写像と数学的に同等である。パラメータの条件 0 < γ ≤ 1，0 < b ≤ 1，

0 < φ0 < 1により，1 < 1 + γbφ0 < 2が成り立つので，logistic写像についてよく知られた数学

的性質により，任意の 0 < P0 < 1に対して，Pt は tの単調増加列であり，t → ∞において 1に

漸近収束する（Kaplan & Glass，1995）。

3 入学試験倍率の年次変動ダイナミクス

3.1 導入

入学試験において，志願者数が 1年おきに増減を繰り返す「隔年現象」が検出される例が少なか

らず知られている（小泉，2015）。倉元（2013）は，東北大学一般入試前期日程試験についての 29

年間の実データから，この隔年現象の存在を統計的に示し，前年度の倍率や志願者数の数値が志望

校選択の重要な情報源となっていることによる影響の可能性に言及した。また，井上（2011）は，

隔年現象が認められない募集単位もあり，隔年現象の出現は受験生の心理的要因（前年度の高倍率

を敬遠したり，低倍率に対して好感をもつ傾向など）だけでは説明することが難しいと考え，著し

い出願者数の増減は，当該募集単位の実態や評価を反映したものでなく，その支配的要因の一つと

して，集計業者の合否判定予測の影響を考えた。さらに，受験生が出願先を決定する際に，合格の

見込みを強く意識していることも反映されている可能性についても言及した。一方，小泉（2015）

は，受験者数に比べて偏差値の変動が少ないことを述べており，学校の人気が出ると，偏差値が上

がり，翌年は高偏差値を避ける受験生・保護者の行動によって受験者数が減少することで隔年現象

が現れる可能性について触れている。また，隔年現象は繰り返されるが，やがて収束して一定にな

るとも述べている。

わが国の高校生の進路選択について，荒牧（2002）や藤原（2012）は，いわゆる高校ランクに
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よって強く規定され，その高校ランクが家庭背景と強く結びつく関係にあると述べた。また，今野

（2017）は，埼玉県における高校進学動態の教育地理学的分析を行い，学力，またはそれを推し量

る指標としての偏差値に依拠した高校選択は，いまだ大きな影響力を持つと推測できることについ

て述べた。

進学における志望校選択は，（受験生による）意思決定の典型の一つである。ある高校受験生を

考えれば，ある高校を受験するか否かという二者択一の意思決定が必要である。今日，日本では受

験産業が発達し，受験生は志望校選択の際，受験産業が提供する情報の影響を強く受けると考えら

れている（井上，2011；藤原，2012；今野，2017）。受験生は，自らの学力と当該の高校の過去の

入試結果などの受験情報に影響を受けて，その意思決定を行うだろう。このとき，受験生を特徴付

ける因子としての「学力」は，第 2章で述べた Granovetter（1978）の閾値モデルにおける「閾値」

と類似する因子とみなすことができる。

本章では，上記のような受験生の志望校選択に係る動態を理論的に考察するための数理モデリン

グを検討し，受験状況の年次変動ダイナミクスに関する基礎的な数理モデルを構築する。構築され

た数理モデルについての数理的な解析により，その特性を明らかにし，入学試験倍率の年次変動ダ

イナミクスに関する理論的な示唆，および，さらに踏み込んだ理論研究の課題の提示を試みる。

3.2 入学試験および受験に関わる因子

受験対象者集団における学力分布

受験対象者集団における学力の分布は，次のように分布関数によって表すことができる：

F (z) =

∫ z

−∞
f(ζ)dζ (15)

F (z)は，考えている受験対象者集団において，z 以下の学力をもつ受験対象者頻度を表しており，

f(z)はその密度分布関数である。F (z)は単調非減少な非負値連続関数であり，次の条件を満たす：

lim
z→−∞

F (z) = 0; lim
z→∞

F (z) = 1 (16)

受験者数と受験倍率

受験対象者総数を N とする。t年度入学試験において学力 z の受験対象者が，ある学校 Aを受

験する確率を ϕt(z)で与える。このとき，学校 Aの t年度入学試験における受験者数の期待値 nt

は次のように表される：

nt = N

∫ ∞

−∞
ϕt(z)f(z)dz (17)

学校 Aの合格定員をKA で表すと，学校 Aの t年度入学試験における受験倍率 pt は，

pt =
nt
KA

で与えられる。
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受験者の学力分布

式 (17)を用いると，学力分布関数 (15)と受験確率 ϕt により，学校 Aの t年度入学試験におけ

る受験者の学力分布について，次の分布関数が導かれる：

Ψt(z) =

∫ z

−∞
ϕt(ζ)f(ζ)dζ∫ ∞

−∞
ϕt(ζ)f(ζ)dζ

(18)

Ψt(z)は，学校 Aの t年度入学試験において，z 以下の学力をもつ受験者の頻度を与える。

受験者の学力平均値と分散値

学校 Aの t年度入学試験における受験者の学力平均値 zt とその分散値 σ2
t は次式で与えられる：

zt =

∫ ∞

−∞
zϕt(z)f(z)dz∫ ∞

−∞
ϕt(z)f(z)dz

; σ2
t =

∫ ∞

−∞
(z − zt)

2ϕt(z)f(z)dz∫ ∞

−∞
ϕt(z)f(z)dz

(19)

合格者の学力平均値と分散値

学校 Aの t年度入学試験における学力 z の受験者の合格率を qt(z)とすれば，合格者の学力平均

値 ⟨z⟩t とその分散値 σ̂2
t は次式で与えられる：

⟨z⟩t =

∫ ∞

−∞
zqt(z)ϕt(z)f(z)dz∫ ∞

−∞
qt(z)ϕt(z)f(z)dz

; σ̂2
t =

∫ ∞

−∞
(z − ⟨z⟩t)2qt(z)ϕt(z)f(z)dz∫ ∞

−∞
qt(z)ϕt(z)f(z)dz

(20)

合格者の学力平均値 ⟨z⟩t は合格者の学力平均値 zt とは，通常異なっており，⟨z⟩t ≥ zt である。

3.3 入学試験および受験に関する仮定

本論文では，入学試験および受験に関する以下の仮定の下で，ある学校 Aの入学試験の受験状

況の年次変動ダイナミクスについての数理モデリングを考える：

仮定 1 受験対象者総数 (N)および学校 Aの合格定員 (KA)は，年度によらず一定である。

仮定 2 各年度において，学校 Aの受験を選択する受験者の割合が最も大きくなる学力値は，前年

度の学校 Aの受験・入試状況からの影響を受ける。

仮定 3 学校 Aの受験者数が合格定員を超えない場合 (受験倍率が 1以下の場合)には，受験者全員

が合格する。

仮定 4 学校 Aの受験者数が合格定員を超える場合 (受験倍率が 1より大きい場合)であっても，合

格定員増の操作は行わず，合格者数は必ず定員と等しい。
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一般に，受験産業は，各学校の受験合格者について入手データを元にして，受験者へ提供する情

報（目標偏差値，合格可能性判定など）を算出し，その情報を重要な材料として，受験者は志望校

を決定していると考えられる（井上，2011；藤原，2012；今野，2017）。仮定 2は，この理由に基

づくものである。

3.4 年次変動ダイナミクスの数理モデリング

以下の数理モデリングにおいては，便宜のために，ガウス関数

G(x) :=
1√
2π

e−x2/2

を用いる。関数 G(x)は，標準正規分布 N(0, 1)の密度分布関数に等しく，以下の性質をもつ：

(a)

∫ ∞

−∞
G(x)dx = 1;

∫ ∞

−∞
G(ax+ b) =

1

|a|
　

(b)

∫ ∞

−∞
xG(x)dx = 0;

∫ ∞

0

xG(x)dx = −
∫ 0

−∞
xG(x)dx =

1√
2π

(c) G(ax+ b)G(cx+ d) =
1√
2π

exp

[
− (ad− bc)2

2(a2 + c2)

]
G

(√
a2 + c2

(
x+

ab+ cd

a2 + c2

))
また，関数 Gにより定義される以下の関数も併せて用いる：

V (z) :=

∫ ∞

z

G(ξ)dξ (21)

ここで， lim
z→−∞

V (z) = 1, lim
z→∞

V (z) = 0である。

受験対象者集団における学力分布

入学試験の合否は受験者の相対学力で判定されるので，受験対象者集団における学力分布とし

て，標準偏差値分布を仮定する。すなわち，平均値 50，標準偏差 10の正規分布 N(50, 10)によっ

て与えられる受験対象者集団における学力分布を用いる。このとき，受験対象者集団における学力

の密度分布関数 f(z)は，関数 Gを用いれば，次のように表すことができる：

f(z) =
1

10
G

(
z − 50

10

)
(22)

受験対象者が学校 Aを受験する確率

t年度入学試験において，学力 z の受験対象者が学校 Aを受験校に選択する確率 ϕt(z)を次のよ

うに与える：

ϕt(z) = φt exp

[
−1

2

(
z −mt

st

)2
]
= φt

√
2πG

(
z −mt

st

)
(23)
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ここで，正値パラメータ (φt,mt, st)は，学校 Aの t年度入学試験における受験者集団を特徴付け

るパラメータである。関数 ϕt(z)は，ϕt(z)/(stφt

√
2π)が正規分布N(mt, st)の密度分布関数に等

しくなるが，何らかの分布関数として定義されているものではない。

ϕt(z)の最大値は，z = mt における ϕt(mt) = φt であり，確率を与える関数として，パラメー

タ φt は 1以下の正値とする。学力値 mt は，t年度入学試験において，学校 Aの受験を選択する

受験者の割合が，最も大きな学力値を意味する。また，st は，学校 Aの受験を選択する受験者の

学力のばらつきを特徴付けるパラメータである。受験者が学校 Aの受験を選択する傾向は，st が

小さいほど，学力値mt の近くでより偏って強い。

受験者数と受験倍率

学校 Aの t年度入学試験における受験者数の期待値 nt を，関数 Gの性質を用いて，式 (17)か

ら以下のように導出できる：

nt = N

∫ ∞

−∞
ϕt(z)f(z)dz

= N

∫ ∞

−∞
φt

√
2πG

(
z −mt

st

)
1

10
G

(
z − 50

10

)
dz

= N
φt

√
2π

10

∫ ∞

−∞
G

(
z −mt

st

)
G

(
z − 50

10

)
dz

=
Nφt

10
exp

[
− (mt − 50)2

2(102 + st2)

]
1√

1/st2 + 1/102

= φt

√
(st/10)

2

1 + (st/10)2
exp

[
−1

2

1

1 + (st/10)2

(
mt − 50

10

)2
]
N (24)

よって，学校 Aの t年度入学試験における受験倍率 pt は次のように表される：

pt = φt

√
(st/10)

2

1 + (st/10)2
exp

[
−1

2

1

1 + (st/10)2

(
mt − 50

10

)2
]
N

KA
(25)

受験者の学力平均値

学校Aの t年度入学試験における受験者の学力平均値 ztは，式 (19)から，次のように得られる：

zt =

∫ ∞

−∞
zϕt(z)f(z)dz∫ ∞

−∞
ϕt(z)f(z)dz

= 50× mt/50 + (st/10)
2

1 + (st/10)2
(26)
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受験者の学力分散値

学校 Aの t年度入学試験における受験者の学力分散 σ2
t は，次のように得られる：

σ2
t =

∫ ∞

−∞
(z − zt)

2ϕt(z)f(z)dz∫ ∞

−∞
ϕt(z)f(z)dz

=

∫ ∞

−∞
z2ϕt(z)f(z)dz∫ ∞

−∞
ϕt(z)f(z)dz

− z2t = 102
(st/10)

2

1 + (st/10)2
(27)

受験者の合格率

3.3節で示した仮定 3により，受験者数 nt が定員 KA を超えない場合，すなわち，受験倍率 pt

が 1を超えない場合には，受験者全員が合格するので，合格率 qt(z)は次の条件を満たさなければ

ならない： {
任意の z に対して qt(z) = 1 (nt ≤ KA, i.e.，pt ≤ 1);
ある z に対して　 qt(z) < 1 (nt > KA, i.e.，pt > 1)

(28)

よって，合格者数（の期待値）について，次式が成り立つ：

N

∫ ∞

−∞
qt(z)ϕt(z)f(z)dz = min{KA, nt} = KA ·min{1, pt} (29)

すなわち，次式が成り立つ：

∫ ∞

−∞
qt(z)ϕt(z)f(z)dz =

KA

N
·min{1, pt} =


nt
N

(
=

∫ ∞

−∞
ϕt(z)f(z)dz

)
(pt ≤ 1)

KA

N

(
<
nt
N

)
(pt > 1)

志望校の意思決定

3.3節で述べた受験に関する仮定 2から，学校 Aを受験校として選択する意思決定が受ける，前

年度の学校 Aの受験・入試状況からの影響について，本論文の数理モデリングでは，特に，この

影響を受験確率 ϕt(z)に導入する。すなわち，式 (23)で与えられる受験確率 ϕt(z)を定めるパラ

メータ (φt,mt, st)が，前年度の学校 Aの受験・入試状況からの影響によって定まると仮定する。

ただし，本論文では，基本モデルを提案するという観点に立ち，この影響についての数理モデリ

ングによる最も単純なものとして，受験確率 ϕt(z)の最大値を与える学力値mt への影響のみを導

入した数理モデルについて考える。この数理モデリングの仮定により，以後，パラメータ φt と st

については，年度によらない定数とし，（数学的簡単化として）学力値mt は，前年度の合格者の学

力平均値 ⟨z⟩t−1 に等しいとする：

φt = φ, st = s, mt = ⟨z⟩t−1 (30)

この仮定の下，式 (24)，(26)，(30)から，以下の式が導かれる：
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nt = NφS exp

[
−1− S2

2

(
⟨z⟩t−1 − 50

10

)2
]

(31)

pt = CS exp

[
−1− S2

2

(
⟨z⟩t−1 − 50

10

)2
]

(32)

zt = (1− S2)⟨z⟩t−1 + 50S2 (33)

である。ただし，ここで，

C :=
φ

KA/N
; S :=

√
(s/10)2

1 + (s/10)2
(34)

とおいた（0 < S < 1）。さらに式 (27)により，σ2
t = 102S2 となる。このとき 0 < S < 1なので，

受験者の学力分散は受験対象者の学力分散以下である (σ2
t ≤ 102)。

年次変動ダイナミクスの初期条件

年次変動ダイナミクスを考える上で，初期条件として，0 年度の受験に関する状況を設定する

必要がある。まず，0年度入学試験において，学力 z の受験者が学校 Aを受験校に選択する確率

ϕ0(z)を，式 (23)により，

ϕ0(z) = φ
√
2πG

(
z −m0

s

)
， (35)

受験倍率 p0 を，式 (25)により，

p0 = CS exp

[
−1− S2

2

(
m0 − 50

10

)2
]

(36)

で与える。すると，式 (26)により，

z0 = (1− S2)m0 + 50S2 (37)

である。ただし，m0 は，前記の，受験者による志望校の意思決定とは独立に与えるものとする。0

年度の学校 Aの受験者の学力分布は，式 (18)から，次の密度分布関数 ψ0 によって与えられる：

ψ0(z) =
dΨ0(z)

dz
=

1

10S
G

(
z − z0
10S

)
(38)

3.5 年次変動ダイナミクスモデル I：学力順位によってのみ合格者が決定される

場合

本節では，A校の受験者の学力順位のみによって合格者が決定される場合の数理モデリングを考

える。たとえば，センター試験の結果によって受験対象者全体の学力分布が定められるとした場合

に，センター試験の結果のみで入学試験の合否が決まる場合に対応している。
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図 3: 受験対象者集団における学力分布 f，0年度の受験対象者が学校 Aを受験する確率 ϕ0，受験

者の学力分布 ψ0。式 (22)，(35)，(38)参照。(S, ϕ) = (0.62, 0.05)，m0 = 65。

合格率と一般化学力順位

学校 Aの t年度入学試験の受験者のうち，学力が z 以上の人数，すなわち，学力 z をもつ受験

者の一般化学力順位を rt(z)とすれば，式 (28)から，合格率 qt(z)は次のように定義される：{
rt(z) ≤ KAを満たす任意の z について qt(z) = 1
rt(z) > KAを満たす任意の z について qt(z) = 0　

(39)

一般化学力順位 rt(z)は，次式で定義できる：

rt(z) := N

∫ ∞

z

ϕt(ζ)f(ζ)dζ
[
= nt{1−Ψt(z)}

]
(40)

この定義により，rt(z)は次の性質を満たす：

lim
z→−∞

rt(z) = nt; lim
z→∞

rt(z) = 0 (41)

式 (22)と (23)で与えられる f と ϕt を適用すれば，式 (31)，仮定 (30)と定義式 (40)から，以

下の表式を導くことができる：

rt(z) = N

∫ ∞

z

ϕt(ζ)f(ζ)dζ

= N

∫ ∞

z

φ
√
2πG

(
ζ −mt

s

)
1

10
G

(
ζ − 50

10

)
dζ

=
Nφ

√
2π

10

∫ ∞

z

G

(
ζ − ⟨z⟩t−1

s

)
G

(
ζ − 50

10

)
dζ

=
Nφ

10
exp

[
− (⟨z⟩t−1 − 50)2

2(102 + s2)

] ∫ ∞

z

G

(
ζ − zt
10S

)
dζ
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(
x =

ζ − zt
10S

とおく

)
= NφS exp

[
− (⟨z⟩t−1 − 50)2

2(102 + s2)

] ∫ ∞

(z−zt)/(10S)

G(x)dx

= NφS exp

[
−1

2

1

1 + (s/10)2

(
⟨z⟩t−1 − 50

10

)2
]
V

(
z − zt
10S

)
　

= ntV

(
z − zt
10S

)
(42)

受験倍率が 1以下の場合の合格者学力平均値

3.3節で示した仮定 3により，pt ≤ 1の場合には，受験者全員が合格するので，t年度における

学校 Aの受験合格者の学力平均値は，同年度の受験者の学力平均値 zt に等しい：

⟨z⟩t = zt = (1− S2)⟨z⟩t−1 + 50S2 (43)

受験倍率が 1以下の場合の合格者学力分散値

3.3節で示した仮定 3により，pt ≤ 1の場合には，受験者全員が合格するので，t年度における

学校 Aの受験合格者の学力分散は，同年度の受験者の学力分散 σ2
t に等しい：

σ̂2
t = σ2

t = 102S2 (44)

受験倍率が 1より大きい場合の合格者学力平均値

上記の pt ≤ 1の場合とは異なり，pt > 1の場合には，合格者の学力平均値 ⟨z⟩t は，必ず，受験
者の学力平均値 zt より大きくなる。3.3節で示した仮定 4により，等式 rt(zc) = KA を成り立た

せる値 zc が合格者の学力の下限値である。すなわち，式 (42)から，合格者の学力下限値 zc は次

式によって定まる：

V

(
zc − zt
10S

)
=

1

pt
(45)

関数 V の定義 (21)により，V ((z − zt)/(10S))は，z → −∞に対して V → 1，z → ∞に対して
V → 0を満たし，z について連続な単調減少関数であるから，pt > 1のとき，等式 (45)を満たす

zc の値が唯一存在することは容易にわかる。zc より低い学力を持つ受験者は不合格なので，任意

の z < zc について，qt(z) = 0であり，任意の z ≥ zc について，qt(z) = 1である。

以上の数理モデリングから，学校 Aの t年度における受験合格者の学力平均値 ⟨z⟩t を次のよう
に表すことができる：

⟨z⟩t =

∫ ∞

−∞
zqt(z)ϕt(z)f(z)dz∫ ∞

−∞
qt(z)ϕt(z)f(z)dz

=

∫ ∞

zc

zϕt(z)f(z)dz∫ ∞

zc

ϕt(z)f(z)dz

=

∫ ∞

zc

zϕt(z)f(z)dz

rt(zc)/N
=

N

KA

∫ ∞

zc

zϕt(z)f(z)dz

18



ここで，∫ ∞

zc

zϕt(z)f(z)dz =
φ
√
2π

10

∫ ∞

zc

zG

(
z − ⟨z⟩t−1

s

)
G

(
z − 50

10

)
dz

=
φ

10
exp

[
− (⟨z⟩t−1 − 50)2

2(102 + s2)

] ∫ ∞

zc

zG

(
z − zt
10S

)
dz(

x =
z − zt
10S

とおく

)
= φS exp

[
− (⟨z⟩t−1 − 50)2

2(102 + s2)

] ∫ ∞

(zc−zt)/(10S)

(10Sx+ zt)G(x)dx

=
nt
N

{
10S

∫ ∞

(zc−zt)/(10S)

xG(x)dx+ zt

∫ ∞

(zc−zt)/(10S)

G(x)dx

}

=
nt
N

{
10SG

(
zc − zt
10S

)
+ ztV

(
zc − zt
10S

)}
=

10Snt

N
G

(
zc − zt
10S

)
+
nt
N

· zt ·
1

pt

=

{
10SptG

(
zc − zt
10S

)
+ zt

}
KA

N

となり，学校 Aの t年度における受験合格者の学力平均値 ⟨z⟩t を次のように導くことができる：

⟨z⟩t = zt + 10SptG

(
zc − zt
10S

)
(46)

受験倍率が 1より大きい場合の合格者学力分散値

学校 Aの t年度入学試験における受験者の学力分散値は σ̂2
t = ⟨z⟩2t − {⟨z⟩t}2 であり，

前述と同様の数理モデリングから，学校 Aの t年度における受験合格者の学力分散 σ̂2
t を次のよ

うに表すことができる：

σ̂2
t =

N

KA

∫ ∞

zc

z2ϕt(z)f(z)dz − ⟨z⟩2t

ここで，∫ ∞

zc

z2ϕt(z)f(z)dz =
φ
√
2π

10

∫ ∞

zc

z2G

(
z − ⟨z⟩t−1

s

)
G

(
z − 50

10

)
dz

=
φ

10
exp

[
− (⟨z⟩t−1 − 50)2

2(102 + s2)

] ∫ ∞

zc

z2G

(
z − zt
10S

)
dz(

x =
z − zt
10S

とおく

)
= φS exp

[
− (⟨z⟩t−1 − 50)2

2(102 + s2)

] ∫ ∞

(zc−zt)/(10S)

(10Sx+ zt)
2
G(x)dx

=
nt
N

{
102S2

∫ ∞

(zc−zt)/(10S)

x2G(x)dx+ 20Szt

∫ ∞

(zc−zt)/(10S)

xG(x)dx
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+z2t

∫ ∞

(zc−zt)/(10S)

G(x)dx

}

=
nt
N

{
102S2 zc − zt

10S
G

(
zc − zt
10S

)
+ 20Sz2tG

(
zc − zt
10S

)
+ (102S2 + z2t )V

(
zc − zt
10S

)}
=
nt
N

{
(10S(zc − zt) + 20Szt)G

(
zc − zt
10S

)
+ (102S2 + z2t )V

(
zc − zt
10S

)}
=
nt
N

(10S(zc − zt) + 20Szt)G

(
zc − zt
10S

)
+
nt
N

(102S2 + z2t )
1

pt

=
KA

N

{
pt(10S(zc − zt) + 20Szt)G

(
zc − zt
10S

)
+ 102S2 + z2t

}
となり，学校 Aの t年度における受験合格者の学力分散 σ̂2

t を次のように導くことができる：

σ̂2
t = pt(10S(zc − zt) + 20Szt)G

(
zc − zt
10S

)
+ 102S2 + z2t − ⟨z⟩2t

= 102S2 − (⟨z⟩t − zc)(⟨z⟩t − zt)

= 102S2 − (⟨z⟩t − zt − 10Sωt)(⟨z⟩t − zt) (47)

年次変動ダイナミクス

pt+1 ≤ 1の場合は，3.3節の仮定 3により，受験生全員が合格者となるので，⟨z⟩t+1 = zt+1 で

あり，式 (32)と (43)から，次の差分方程式系が導かれる：
⟨z⟩t+1 = zt+1　

pt+1 = CS exp

[
−1− S2

2

(
⟨z⟩t − 50

10

)2
] (48)

pt+1 > 1の場合は，式 (32)，(33)，(45)，(46)により，次の差分方程式系が導かれる：
⟨z⟩t+1 = 10SG(ωt+1)pt+1 + zt+1　

pt+1 = CS exp

[
−1− S2

2

(
⟨z⟩t − 50

10

)2
] (49)

ただし，

V (ωt+1) =
1

pt+1
(50)

結果として，年次変動ダイナミクスは，次の差分方程式系によって与えられる：
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zt+1 = (1− S2)⟨z⟩t + 50S2 (51)

σ2
t+1 = 102S2 (52)

⟨z⟩t+1 = F (⟨z⟩t) =


zt+1 (pt+1 ≤ 1)

zt+1 + 10SG(ωt+1)pt+1 (pt+1 > 1)

(53)

pt+1 = CS exp

[
−1− S2

2

(
⟨z⟩t − 50

10

)2
]

(54)

σ̂2
t+1 =

{
σ2
t+1 (pt+1 ≤ 1)

σ2
t+1 − (⟨z⟩t+1 − zt+1 − 10Sωt+1)(⟨z⟩t+1 − zt+1) (pt+1 > 1)

(55)

V (ωt+1) =
1

pt+1
(pt+1 > 1) (56)

関数 V の置き換え

式 (53)，(54)，(56) が与える年次変動ダイナミクスにおいて，pt+1 > 1 の場合に現れる ωt+1

は，pt+1 の関数として方程式 V (ωt+1) = 1/pt+1 によって陰に与えられている。そこで，数学的に

取り扱い易くするために，関数 V (ω)を，同様の性質をもつ次の関数W (ω)で置き換える：

W (ω) :=
1

2

{
1− tanh

(
2√
2π
ω

)}
=

1

e4ω/
√
2π + 1

(57)

関数W (ω)は，V (ω)と同様に，性質

lim
ω→−∞

W (ω) = 1; lim
ω→∞

W (ω) = 0 (58)

をもつ C∞ 級正値単調減少関数であり，加えて，W ′(0) = V ′(0) = −1/
√
2π を満たす。図 4が示

すように，W (ω)と V (ω)の関数値の差は十分に小さく，本論文における理論的な考察を目的とし

た数理モデルにおける V (ω)のW (ω)への置き換えは，数理モデリングの合理性を損なうものとは

考えられず，この置き換えによって構築される以下の数理モデルによる年次変動ダイナミクスの特

性が，式 (53)，(54)，(56)が定める系の特性と本質的に異なる可能性は小さいと考えられる。

関数W の導入により，式 (56)における ωt+1 は，次式によって置き換えられる：

ωt+1 =

√
2π

4
ln (pt+1 − 1) (59)

この結果，次の年次変動ダイナミクスモデルが得られる：
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図 4: (a) V (ω)とW (ω)のグラフ；(b) V (ω)とW (ω)の関数値の差の絶対値の常用対数値。
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zt+1 = (1− S2)⟨z⟩t + 50S2 (60)

σ2
t+1 = 102S2 (61)

⟨z⟩t+1 = F (⟨z⟩t) =


zt+1 (pt+1 ≤ 1)

zt+1 +
10S√
2π

exp
[
− π

16
{ln(pt+1 − 1)}2

]
pt+1 (pt+1 > 1)

(62)

pt+1 = CS exp

[
−1− S2

2

(
⟨z⟩t − 50

10

)2
]

(63)

σ̂2
t+1 =


σ2
t+1 (pt+1 ≤ 1)

σ2
t+1 −

(
⟨z⟩t+1 − zt+1 − 10S

√
2π

4
ln(pt+1 − 1)

)
(⟨z⟩t+1 − zt+1) (pt+1 > 1)

(64)
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年次変動ダイナミクスの初期条件

式 (36)と (37)，および，式 (45)，(46)の導出と同様の計算過程によって，次の連立方程式から

初期値 ⟨z⟩0 が定められる：

z0 = (1− S2)m0 + 50S2

σ2
0 = 102S2

⟨z⟩0 = 10SG(ω0)p0 + z0

p0 = CS exp

[
−1− S2

2

(
m0 − 50

10

)2
]

σ̂2
0 = 102S2 − (⟨z⟩0 − z0 − 10Sω0)(⟨z⟩0 − z0)

V (ω0) =
1

p0

V をW に置き換えて，式 (59)を用いれば，式 (36)と合わせて，次の初期値 ⟨z⟩0，σ̂2
0 が定まる：

⟨z⟩0 =


(1− S2)m0 + 50S2 (p0 ≤ 1)

10Sp0
1√
2π

exp
[
− π

16
{ln(p0 − 1)}2

]
+ (1− S2)m0 + 50S2 (p0 > 1)

(65)

σ̂2
0 =


102S2 (p0 ≤ 1)

102S2 −

(
⟨z⟩0 − z0 − 10S

√
2π

4
ln(p0 − 1)

)
(⟨z⟩0 − z0) (p0 > 1)

(66)

3.6 年次変動ダイナミクスモデル II：学力に応じた不合格率が存在する場合

本節では，受験対象者の学力 z が高いほど合格しやすいが，どんな学力の受験者も不合格になる

可能性がある場合の数理モデリングを考える。合否が受験者の学力順位のみでは決まらない場合と

なり，別途課された入学試験の成績が，合否の決定因子として用いられる場合に対応している。

合格率

合格率 qt(z)として，式 (40)で定義される一般化学力順位 rt(z)による次の関数を考える：

qt(z) = θ
rt(z)
t = ert(z) ln θt (67)
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この qt(z)は，一般化学力順位 rt(z)について単調減少であり，次の性質を満たすものとする：

lim
z→−∞

qt(z) = θnt
t ; lim

z→∞
qt(z) = 1 (68)

条件 (28)により，θt は以下の条件を満たさなければならない：{
θt = 1 (pt ≤ 1);
θt < 1 (pt > 1)

(69)

pt ≤ 1のときには，qt(z) ≡ 1であるから，pt > 1のときについて考える。式 (40)と (67)から，

∂rt(z)

∂z
= −Nϕt(z)f(z);

∂qt(z)

∂z
= θ

rt(z)
t (ln θt)

∂rt(z)

∂z
(70)

であることにより，合格者数の期待値の表式

N

∫ ∞

−∞
qt(z)ϕt(z)f(z)dz =

[
−qt(z)

ln θt

]∞
−∞

= −1− θnt
t

ln θt
(71)

が得られる。よって，式 (29)により，pt > 1のとき，θt は次式を満たさなければならない：

−1− θnt
t

ln θt
= KA (72)

条件 (69)を満たす，方程式 (72)の解 θt について考察することにより，次の結果が得られる (付

録 A)：� �

� �

µについての方程式

1− µnt + (lnµ)min{KA，nt} = 0 (73)

を満たす最も小さな正の実根を θt として，式 (67)によって qt(z)を定める：

学校 Aの t年度入学試験における受験者のうち，学力が z 以上の人数を正規化した一般化学力

順位比率

ρt(z) :=
rt(z)

nt
= 1− N

nt
Ψt(z) =

∫ ∞

z

ϕt(ζ)f(ζ)dζ∫ ∞

−∞
ϕt(ζ)f(ζ)dζ

(74)

を定義すると，ρt(z)は，性質

lim
z→−∞

ρt(z) = 1; lim
z→∞

ρt(z) = 0 (75)

を満たす。さらに，ρt(z)は，V を用いて，次のように表すことができる：

ρt(z) = V

(
z − zt
10S

)
この一般化学力順位比率 ρt(z)を用いれば，上記の方程式 (73)による合格率 qt(z)の数理モデリン

グを次のように書き換えることができる：
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� �

� �

λについての方程式

lnλ+ (1− λ)max{1，pt} = 0 (76)

を満たす最も小さな正の実根 λt を用いて，次のように qt(z)を定める：

qt(z) = λ
ρt(z)
t

合格者の学力平均値

式 (20) で定義される学校 A の t 年度入学試験における合格者の学力平均値 ⟨z⟩t の分母と分子
は，それぞれ次のように導出できる：∫ ∞

−∞
qt(z)ϕt(z)f(z)dz =

λt − 1

lnλt
· nt
N

(77)

∫ ∞

−∞
zqt(z)ϕt(z)f(z)dz =

∫ ∞

−∞
zλ

ρt(z)
t ϕt(z)f(z)dz

=
φ
√
2π

10

∫ ∞

−∞
zλ

ρt(z)
t G

(
z − ⟨z⟩t−1

s

)
G

(
z − 50

10

)
dz

=
φ

10
exp

[
− (⟨z⟩t−1 − 50)2

2(102 + s2)

] ∫ ∞

−∞
zλ

ρt(z)
t G

(
z − zt
10S

)
dz(

x =
z − zt
10S

とおく

)
= φS exp

[
− (⟨z⟩t−1 − 50)2

2(102 + s2)

] ∫ ∞

−∞
(10Sx+ zt)λ

ρt(10Sx+zt)
t G(x)dx

= φS exp

[
− (⟨z⟩t−1 − 50)2

2(102 + s2)

](
10S

∫ ∞

−∞
xλ

ρt(10Sx+zt)
t G(x)dx

+zt

∫ ∞

−∞
λ
ρt(10Sx+zt)
t G(x)dx

)
= φS exp

[
− (⟨z⟩t−1 − 50)2

2(102 + s2)

](
10S

∫ ∞

−∞
xλ

V (x)
t G(x)dx+

λt − 1

lnλt
zt

)
(78)

よって，式 (20)，(77)，(78)により，学校 Aの t年度における受験合格者の学力平均値 ⟨z⟩t は
次のように表される：

⟨z⟩t = 10S
lnλt
λt − 1

∫ ∞

−∞
xλ

V (x)
t G(x)dx+ zt

= 10S
lnλt
λt − 1

∫ ∞

−∞
xλ

V (x)
t G(x)dx+ (1− S2)⟨z⟩t−1 + 50S2 (79)

⟨z⟩t が有界であることは，容易に数学的に証明できる（付録 B）。
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図 5: 合格者学力平均値 ⟨z⟩t と受験倍率 pt+1 の関係。下から (S,C) = (0.05, 10.0)，(0.1, 10.0)，

(0.3, 10.0)，(0.5, 10.0)。年次変動ダイナミクスモデル Iと IIに共通。

年次変動ダイナミクス

式 (25)，(76)，(79)により，次の差分方程式系が導出される：� �

� �


⟨z⟩t+1 = F (⟨z⟩t) = 10Smax{1, pt+1}

∫ ∞

−∞
xλ

V (x)
t+1 G(x)dx+ (1− S2)⟨z⟩t + 50S2　

pt+1 = CS exp

[
−1− S2

2

(
⟨z⟩t − 50

10

)2
]

(80)

ただし，λt+1 は，次の λについての方程式の最も小さな正の実根：

lnλ+ (1− λ)max{1，pt+1} = 0

3.7 年次変動ダイナミクスモデル Iの解析

受験倍率の特性

系 (62)における受験倍率 pt+1 は，上限値 CS をもち，図 5で例示されるような ⟨z⟩t への依存
性をもつ。合格者学力平均値が偏差値 50に近いほど，受験倍率は高くなる。これは，受験対象者

集団における学力分布が正規分布 N(50，10)に従い，偏差値 50周辺の学力をもつ受験者の相対頻

度が高く，⟨z⟩t が 50に近いほど，式 (33)により，zt+1 もより 50に近いので，受験者の分布も 50

周辺で大きな値をもつ傾向があると考えられることと整合性をもつ結果である。
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平衡点の存在性

CS ≤ 1の場合には，系 (62)における pt+1 を定める式から，（任意に与えられる初期値 p0 に対

して）任意の t > 0について pt ≤ 1であることがわかるので，t > 0に対する年次変動ダイナミク

スは，系 (48)が与える。よって，CS ≤ 1の場合における平衡点 (⟨z⟩∗, p∗)は，

⟨z⟩∗ = (1− S2)⟨z⟩∗ + 50S2

p∗ = CS exp

[
−1− S2

2

(
⟨z⟩∗ − 50

10

)2
]

(σ̂∗)2 = (σ∗)2 = 102S2

(81)

を満たさなければならない。この方程式 (81) は容易に解けて，(⟨z⟩∗, p∗) = (50，CS) である。

CS ≤ 1の場合には，⟨z⟩t = zt なので，z∗ = ⟨z⟩∗ = 50である。

CS > 1 の場合における平衡点 (⟨z⟩∗, p∗) は，系 (62) から，次の方程式を満たさなければなら

ない： 

z∗ = (1− S2)⟨z⟩∗ + 50S2

⟨z⟩∗ = 10Sp∗
1√
2π

exp
[
− π

16
{ln(p∗ − 1)}2

]
+ (1− S2)⟨z⟩∗ + 50S2

p∗ = CS exp

[
−1− S2

2

(
⟨z⟩∗ − 50

10

)2
]

(σ̂∗)2 = (σ∗)2 −

{
⟨z⟩∗ − z∗ − 10S

√
2π

4
ln(p∗ − 1)

}
(⟨z⟩∗ − z∗)

(82)

このときの受験者の学力平均値の平衡値 z∗ は式 (33)により

z∗ = (1− S2)⟨z⟩∗ + 50S2 (83)

で与えられる。これらの結果に基づいて，以下の 2つの補題が得られる：

補題 3.1 CS ≤ 1のとき，p∗ > 1なる平衡点は存在しない。

証明 CS ≤ 1のとき，p∗ > 1なる平衡点 (⟨z⟩∗, p∗)が存在するとすると，式 (82)が満たされな

ければならない。しかし，式 (82)の第 1式の右辺は，CS ≤ 1のとき，必ず 1以下であるから矛

盾である。よって，この補題 3.1は証明された。

補題 3.2 CS > 1のとき，p∗ ≤ 1なる平衡点は存在しない。

証明 CS > 1 のとき，もしも，p∗ ≤ 1 なる平衡点 p = p∗ が存在するならば，上記の議論によ

り，p∗ = CS でなければならないが，これは矛盾である。よって，補題 3.2が証明された。
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図 6: 年次変動ダイナミクス Iの ptと ⟨z⟩tと σ̂2の年次変動。(a) (S,C) = (0.2, 4.0)，(z0, p0, σ2
0) =

(40.4, 0.50)，(64.4, 0.27)；(b) (S,C) = (0.5, 4.0)，(z0, p0, σ
2
0) = (44.8, 1.4)，(61.3, 0.86)。

以上の議論と補題により，次の定理が示された：

定理 3.3 CS ≤ 1ならば，平衡点 (⟨z⟩∗，p∗) = (50，CS)のみが存在する。

一方，CS > 1のときには，次の定理が成り立つ（付録 C）：

定理 3.4 CS > 1のとき，p∗ > 1なる平衡点のみが存在する。

存在する平衡点の数についての数学的解析は今後の課題であるが，数値計算による系 (62)の振る

舞いは，その唯一性を示唆している。
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図 7: 年次変動ダイナミクス I における式 (62) が定めるリターンマップ ⟨z⟩t+1 = F (⟨z⟩t)。(a)

(S,C) = (0.4, 2.0)；(b) (S,C) = (0.4, 4.0)

平衡点の安定性

CS ≤ 1の場合，式 (62)により，任意の t > 0において，pt ≤ 1が成り立つので，任意の t > 1

における年次変動ダイナミクスは系 (48)によって与えられる。このとき，系 (48)の第 1式から，

0 < S < 1ならば，式

⟨z⟩t = 50 + {⟨z⟩1(1− S2)− 50}(1− S2)t−1 (t ≥ 1)

が容易に導出できる。また，S = 1 に対しては，⟨z⟩t = 50 (t ≥ 1) が導かれる。したがって，

CS ≤ 1の場合の系 (62)は，t > 1において，平衡点 (⟨z⟩∗，p∗) = (50，CS)に単調に漸近してい

くことがわかる。

一方，CS > 1の場合の式 (62)と (63)が定める系の振る舞いについての数学的解析は今後の課

題であるが，数値計算は，やはり，十分に大きな t > 0に対して，唯一の平衡点に単調に漸近する

結果を示した（図 6）。さらに，式 (62)が定めるリターンマップ F のグラフを数値的に描いたも

のからも（cobwebbing法に基づいて）年次変動ダイナミクスが十分に大きな t > 0に対して，唯

一の平衡点に単調に漸近することが示唆される（図 7）。

平衡点の特性

図 8と 10に示された数値計算結果が示すように，合格者学力平均値の平衡値 ⟨z⟩∗ は，パラメー
タ C と S の値に強く依存する。

図 8 が示すようにパラメータ C と受験者学力平均値の平衡値 z∗，合格者学力平均値の平衡値

⟨z⟩∗，受験倍率の平衡値 p∗ は正の相関をもつ。つまり，より大きな C に対し，それらはより大き

くなる。

一方，パラメータ S への依存性については，図 10が示すように，z∗ や ⟨z⟩∗ が極大となる特別
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図 8: 合格者学力平均値の平衡値の平衡値，受験者学力平均値の平衡値，受験倍率の平衡値，⟨z⟩∗，
z∗，p∗ のパラメータ C 依存性。S = 0.3の場合の数値計算結果。

(a)

HΣ
` * L2

HΣ * L2

0 2 4 6 8 10
0

2

4

6

8

10

C-HΣ
` * L2-HΣ

* L2 plot : S=0.3 fixed

(b)

HΣ
` * L2

HΣ
* L2

0 2 4 6 8 10
0

20

40

60

80

100

C-HΣ
` * L2-HΣ

* L2 plot : S=0.9 fixed

Σ

` *

Xz\*

Σ
*

z*

0 2 4 6 8 10
0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

C-

Σ
` *

Xz\*

-

Σ
*

z*

plot : S=0.3 fixed

Σ

` *

Xz\*

Σ
*

z*

0 2 4 6 8 10
0.00

0.05

0.10

0.15

C-

Σ
` *

Xz\*

-

Σ
*

z*

plot : S=0.9 fixed

図 9: 合格者学力分散値の平衡値，受験者学力分散値の平衡値，合格者変動係数の平衡値，受験者

変動係数の平衡値，(σ̂∗)2，(σ∗)2，σ̂∗/⟨z⟩∗，σ∗/z∗ のパラメータ C 依存性。次の S の値による数

値計算結果：(a) S = 0.3；(b) S = 0.9。
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なパラメータ値が現れ得る。受験者学力平均値の平衡値 z∗ は，相対的に小さなある S の値に対し

て，必ず極大となる。一方，合格者学力平均値 ⟨z⟩∗ についての数値計算結果は，S のある特別値
における極大が表れるのは，C の値が十分に大きな場合に限ることを示した（図 10(b)）。小さな

C の値に対しては，⟨z⟩∗ の値は S と正の相関をもつのみである（図 10(a)）。

受験倍率の平衡値 p∗ については，パラメータ S と正の相関をもつことが数値計算結果から示唆

された（図 10）。

図 11が示すように，z∗ と ⟨z⟩∗ の年次変動については，相関性が明らかであり，相互に密接な
関係をもつことは明らかであるが，上記のとおり，z∗ と ⟨z⟩∗ の特性には明らかな違いが存在する。

3.8 考察

年次変動ダイナミクスモデル Iの解析の結果では，受験倍率の隔年変動は現れず，平衡点に漸近

していく振る舞いのみが示された。このモデル Iの数理モデリングにおける仮定では「受験者の最

も多くが集中する学力が前年度の学力平均値で決まる」ことのみが継年の受験状況の間の相関性を

与えている。モデル Iが表す動態の単純さは，この仮定の数理モデルへの導入の簡潔さが原因であ

ると考えることはできる。モデル Iでは導入されなかった因子として，たとえば，受験生の意思決

定に関する特性が，学力によって異なっている可能性がある。五十嵐（1999）は，偏差値レベルに

よって，大学受験への二極分化が起こっており，偏差値が 44.9以下の大学では志願者数が減少し，

偏差値が 55 以上の大学では逆に志願者数は増加する傾向にあることについて考察を行っている。

また，内田ほか（2018）は，大学入試において，センター試験の自己採点と受験産業が示す大学・

学部の難易度データが受験生の志望先の意思決定に強く関わる結果，受験倍率が平準化されること

を述べている。

たとえば，本論文の数理モデルにおける，定数パラメータが継年的なダイナミクスへの依存性を

もつ仮定が導入されるならば，隔年変動の出現の可能性について理論的に考察できる数理モデルが

構築できるかもしれない。

年次変動ダイナミクスモデル Iの解析から，受験者における学力範囲が中庸な場合に，受験者学

力平均値の平衡値が最も大きくなる性質が得られた。受験者における学力範囲が広すぎても狭すぎ

ても，受験者学力平均値の平衡値は，その最大値よりは小さい。この結果から，たとえば，受験者

の過剰な呼び込みによる受験倍率の上乗せは，受験者学力平均値を下げ，必ずしも，合格者学力平

均値を高くしないことが示唆される。

また，年次変動ダイナミクスモデル Iの解析結果は，受験者学力平均値の平衡値が最大になる状

況と合格者学力平均値の平衡値が最大になる条件が一致しないことを示した。学校教育の質を高め

る上では，合格者学力平均値が高い方が望ましいという見地に立てば，それを実現する上で，受験

者学力平均値をより高くすることが，必ずしも適切な選択肢と言えない可能性を示唆している。

以上の考察は，年次変動ダイナミクスモデル Iの解析結果に基づくものであるが，このモデル I

では受験生の合否が受験時の学力のみで定まっており，入学試験の成績も加味された合否判定とは

みなせない。つまり，学力は高いが入学試験で失敗して不合格になる可能性や，学力は高くないが
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図 10: 合格者学力平均値の平衡値，受験者学力平均値の平衡値，受験倍率の平衡値，合格者学力分

散値の平衡値，受験者学力分散値の平衡値，合格者変動係数の平衡値，受験者変動係数の平衡値，

⟨z⟩∗，z∗，p∗，(σ̂∗)2，(σ∗)2，σ̂∗/⟨z⟩∗，σ∗/z∗ のパラメータ S 依存性。次の C の値による数値計

算結果：(a) C = 3.5；(b) C = 10.0。
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図 11: 年次変動ダイナミクス I の ⟨z⟩t と zt の年次変動。(a) (S,C) = (0.5, 4.0)，m0 = 40，

⟨z⟩0 = 44.8，z0 = 42.5；(b) (S,C) = (0.5, 4.0)，m0 = 65，⟨z⟩0 = 61.3，z0 = 61.3。

入学試験で努力が実って合格する可能性といった，合否に関する不確定な因子については考慮され

ていない。本論文 3.6節では，そのような因子の影響を導入した基礎モデルとして，年次変動ダイ

ナミクスモデル IIを構築した。その解析については今後の課題であり，モデル Iとモデル IIの特

性の違いを数理的に検討することにより，隔年変動の出現可能性も含めて，受験倍率の年次変動の

特性についての考察についてもさらに進めることができると期待できる。

年次変動ダイナミクスモデル Iについて，本論文で定数とおいたパラメータ sを，前年度の合格

者の学力平均値 ⟨z⟩t−1 に依存して年次変動する値として，

st := s50 exp[−γ(⟨z⟩t−1 − 50)] (84)

(s50 と γ は正値パラメータ) に置き換えると，図 12に示すような，受験倍率 pt の隔年現象が現れ

た。一方，一般的に非線形力学では，時間遅れの構造が入ると振動が起こりやすいことが知られて

おり，たとえば，ある年の受験生の意思決定に，前年度卒業生の進学実績が影響を及ぼす場合を仮

定すれば，受験倍率が単調にある値に収束する振る舞いだけではなく，周期解や，カオス変動など

のより複雑な振る舞いが現れるかもしれない。
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33



0 10 20 30 40 50
0.90

0.95

1.00

1.05

1.10

1.15

1.20
Time profile of p

図 12: パラメータ sを式 (84)による st に置き換えた年次変動ダイナミクスモデル Iによる pt の

年次変動のある数値計算。(s50, γ, C) = (20.0, 0.4, 4.0)，m0 = 55。
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付録 A 年次変動ダイナミクスモデル IIの合格率の数理モデリング

γ を正定数として，関数 ht(µ) := 1− µnt + γ lnµ を考える。µについての方程式 ht(µ) = 0の

正の実根は，γ < nt ならば，1より小さな唯一の正値と 1のみ，γ = nt ならば，1のみ，γ > nt

ならば，1 より大きな唯一の正値と 1 のみ (1 より小さな根は存在しない) であることを容易に

示すことができる。したがって，pt > 1 のとき，方程式 ht(µ)|γ=KA = 0 の最も小さな正の実根

を θt として定めれば条件 (69)を満たすような方程式 (72)の根が得られる。なぜならば，方程式

ht(θt)|γ=KA = 0は，方程式 (72)と同等だからである。併せて，方程式 ht(µ)|γ=nt = 0の最も小

さな正の実根が 1であることも示されたことから，式 (72)において KA を nt に置き換えた方程

式を満たす θt は 1である。以上の議論から，方程式 (73)の最も小さな正の実根を θt として，合

格率 (67)を定めればよいという結果が得られる。

付録 B 年次変動ダイナミクスモデル IIにおける ⟨z⟩t の有界性

∣∣∣∣∫ ∞

−∞
zqt(z)ϕt(z)f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ ∞

−∞
z · 1 · ϕt(z)f(z)dz

∣∣∣∣
≤
∫ ∞

−∞
|zϕt(z)f(z)| dz

=

∫ ∞

−∞
|z|ϕt(z)f(z)dz

=
φ
√
2π

10

∫ ∞

−∞
|z| 1√

2π
exp

[
− (⟨z⟩t−1 − 50)2

2(102 + s2)

]
G

(
z − zt
10S

)
dz

=
φ

10
exp

[
− (⟨z⟩t−1 − 50)2

2(102 + s2)

] ∫ ∞

−∞
|z|G

(
z − zt
10S

)
dz
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(
x =

z − zt
10S

とおく

)
= φS exp

[
− (⟨z⟩t−1 − 50)2

2(102 + s2)

] ∫ ∞

−∞
|10Sx+ zt|G(x)dx

≤ φS exp

[
− (⟨z⟩t−1 − 50)2

2(102 + s2)

] ∫ ∞

−∞
(10S|x|+ |zt|)G(x)dx

= φS exp

[
− (⟨z⟩t−1 − 50)2

2(102 + s2)

](
10S

∫ ∞

−∞
|x|G(x)dx+ |zt|

∫ ∞

−∞
G(x)dx

)
= φS exp

[
− (⟨z⟩t−1 − 50)2

2(102 + s2)

](
10S

2√
2π

+ |zt| · 1
)
<∞

付録 C 定理 3.4の証明

系 (62)により，⟨z⟩t の年次変動ダイナミクスを与えるリターンマップF は，次のように定義さ

れている：

F (x) :=


(1− S2)x+ 50S2 (P(x) ≤ 1)

10S√
2π

P(x) exp
[
− π

16
{ln(P(x)− 1)}2

]
+ (1− S2)x+ 50S2 (P(x) > 1)

ただし，

P(x) := CS exp

[
−1− S2

S

(
x− 50

10

)2
]

(85)

である。D := {x|P(x) > 1}とすると，D が空でないためには，CS > 1であることが必要条件

となる。

今，CS > 1 の場合についてのみ考えると，D は，以下で定義される x∗s と x∗∗s による開区間

(x∗s, x
∗∗
s )と同値である：

x∗s = 50− 10

√
lnCS

1− S2
； x∗∗s = 50 + 10

√
lnCS

1− S2

すなわち，

F (x) =


x+ S2(50− x) (x ≤ x∗s or x ≥ x∗∗s )

10S√
2π

P(x) exp
[
− π

16
{ln(P(x)− 1)}2

]
+ (1− S2)x+ 50S2 (x∗s < x < x∗∗s )

と表すことができる。また，F (x)が R上連続であることも容易に示すことができる。
すると，x ≤ x∗s に対しては，x < 50であるから，F (x) > xが成り立ち，x ≥ x∗∗s に対しては，

x < 50であるから，F (x) < xが成り立つ。よって，x ≤ x∗s または x > x∗∗s においてF (x) = x

は成立しない。このことは，補題 3.2の内容と同等のことを示すものである。さらに，F (x)の連

続性により，区間 (x∗s，x
∗∗
s )にF (x) = xを満たす点が存在することを示している。
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付録 D ⟨z⟩∗ の極大値の存在性の証明
CS > 1のとき (0 < S < 1により C > 1)，系 (82)により以下の関係式が成り立つ。

⟨z⟩∗ =
10√
2π

p∗

S
exp

[
− π

16
{ln(p∗ − 1)}2

]
+ 50

p∗ = CS exp

[
−1− S2

2

(
⟨z⟩∗ − 50

10

)2
] (86)

ここで，系 (86)の第 1式を S で偏微分すると，

∂⟨z⟩∗

∂S
=

10√
2π
C

(
S

(
⟨z⟩∗ − 50

10

)2

− 1− S2

10

(
⟨z⟩∗ − 50

10

)
∂⟨z⟩∗

∂S

)
exp

[
− π

16
{ln(p∗ − 1)}2

]
+

10√
2π
C exp

[
−1− S2

2

(
⟨z⟩∗ − 50

10

)2
](

−π
8

)
ln(p∗ − 1)

p∗ − 1
exp

[
− π

16
{ln(p∗ − 1)}2

] ∂p∗
∂S

(87)

さらに第 2式も同様に，

∂p∗

∂S
= C exp

[
−1− S2

2

(
⟨z⟩∗ − 50

10

)2
]{

1 + S

(
S

(
⟨z⟩∗ − 50

10

)2

− 1− S2

10

(
⟨z⟩∗ − 50

10

)
∂⟨z⟩∗

∂S

)}
(88)

となる。

式 (87)，(88)を用いると以下のことが求まる。

lim
S→1/C+0

∂⟨z⟩∗

∂S

= lim
S→1/C+0

10√
2π

exp
[
− π

16{ln(p
∗ − 1)}2

] (−Cπ
8

ln(p∗−1)
p∗−1

)
10√
2π

exp
[
− π

16{ln(p∗ − 1)}2
]

C2−1
C2

(
⟨z⟩∗−50

10

)(
1− π

8
ln(p∗−1)
p∗−1

)
+ 1

>∞

(89)

同様に，式 (87)，(88)を用いると

∂⟨z⟩∗

∂S

=

10C√
2π

(
⟨z⟩∗−50

10

)2
exp

[
− π

16{ln(p
∗ − 1)}2

] (
1− Cπ

8
ln(p∗−1)
p∗−1

)
+ 10C2

√
2π

−π
8

ln(p∗−1)
p∗−1 exp

[
− π

16{ln(p
∗ − 1)}2

]
10C√
2π

exp
[
− π

16{ln(p∗ − 1)}2
]

1−S2

10

(
⟨z⟩∗−50

10

)(
1− Cπ

8
ln(p∗−1)
p∗−1

)
+ 1

なので，
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図 13: 式 (92)の右辺の明らかに正である部分以外の式F (C)。

lim
S→1−0

∂⟨z⟩∗

∂S
= lim

S→1−0

10√
2π
C exp

[
− π

16
{ln(p∗ − 1)}2

]
{(

⟨z⟩∗ − 50

10

)2

− Cπ

8

ln(p∗ − 1)

p∗ − 1

(
1 +

(
⟨z⟩∗ − 50

10

)2
)}

(90)

となる。系 (86)により S → 1− 0のとき
⟨z⟩∗ → 10√

2π
C exp

[
− π

16
{ln(C − 1)}2

]
+ 50

p∗ → C

(91)

なので，

Ξ(C) := exp
[
− π

16
{ln(C − 1)}2

]
とすると

lim
S→1−0

∂⟨z⟩∗

∂S
= lim

S→1−0

10√
2π
C Ξ(C)

{
C2

2π
Ξ(C)2 − Cπ

8

ln(C − 1)

C − 1

(
1 +

C2

2π
Ξ(C)2

)}
(92)

となる。

式 (92)の右辺の明らかに正である部分以外を

F (C) :=
C2

2π
Ξ(C)2 − Cπ

8

ln(C − 1)

C − 1

(
1 +

C2

2π
Ξ(C)2

)
(93)

と定義し，図 (13)で表される。

よって，あるしきい値 Cc = 4.538が存在し，C > Cc のときに式 (92)は負になる。以上のこと

から，C > Cc のときに ⟨z⟩∗ は極大値をもつことが示された。
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