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Einleitung

Im Laufe des letzten Jahrhunderts wurden im Bereich der geometrischen Funktionentheorie
viele interessante Thesen bewiesen, die sich mit holomorphen Funktionen befassen, welche den
FEinheitskreis auf konvexe Gebiete abbilden. Versténdlicherweise liefert ihr Pendant, Funktionen
deren Bildgebiet konkav - also das Komplement konvex - ist, dabei nicht minder faszinierende
Aussagen.

In den ersten Abhandlungen von A.W. Goodman 1956 in [10] und dann u.a. von J. Miller 1970
in [13], bzw. 1980 in [14] wurden Aussage bewiesen, die direkt aus der Konkavitét gefolgert wur-
den. Die Betrachtung wurde 1994 von Livingston in [12] fortgefiihrt, wobei es zum ersten Mal zu
einer analytischen Charakterisierung konkaver Funktionen kam, die einen Pol im Einheitskreis
besitzen. Diese erwies sich insofern als hilfreich, als dass der Schwerpunkt auf Koeffizientenab-
schitzungen der Abbildungen in Abhéngigkeit von der Polstelle gelegt wurde. Die Funktionen
wurden dabei wahlweise um den Ursprung oder um ihre Polstelle entwickelt.

Die Theorie wurde in den Jahren 2002 bis 2007 von F.G. Avkhadiev und K.-J. Wirths in [1],
[3], [4] und [19] erweitert. Neben diversen Abschétzungen von Koeffizienten konkaver Funktio-
nen, die teilweise auf Vermutungen von Livingston zuriickzufiihren sind, erfolgten auch generelle
Aussagen, die fiir weiterfithrende Betrachtungen eine zentrale Rolle spielen.

In der vorliegenden Arbeit erfolgt nun eine Zusammenstellung der wichtigsten Aussagen iiber
konkave Funktionen und eine detaillierte Ausarbeitung der Beweise.

Im ersten Kapitel werden zunéchst die analytischen Charakterisierungen néher ins Auge gefasst.
Diese bilden in den Abhandlungen die theoretische Grundlage, lassen sich jedoch in geschlossener
Form in der Literatur nicht direkt auffinden. Gleichzeitig erfolgt ein Vergleich mit den konvexen
Funktionen, die aus geometrischen Griinden mit den konkaven Funktionen eng verbunden sind.
Die Theorie der Winkelableitungen und pseudo-hyperbolischen Kreise dient dabei als Hilfsmit-
tel.

Das zweite Kapitel behandelt Koeffizientenabschétzungen konkaver Funktionen, die eine Ent-
wicklung um den Ursprung besitzen. Von entscheidendem Interesse ist hier der Zusammenhang
zwischen der Polstelle p €]0; 1] der Funktion und dem maximalen, bzw. minimalen Wert eines
Koeffizienten. Fiir die Beweise wird kurz auf die Theorie der Quasi-Subordination und der Hardy-
Ré&dume eingegangen.

Als Alternative zur Taylorreihenentwicklung um den Ursprung bietet sich die Laurententwick-
lung der Funktion um den Pol. Diese Betrachtung erfolgt im dritten Kapitel. Hierbei interessiert

man sich wieder fiir die Abhéngigkeit Koeffizienten konkaver Funktionen von der Polstelle.

v
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Notationen

In dieser Arbeit werden die folgenden Notationen verwendet.

Symbol Erlduterung
D {z € C | |z|] < 1}; offene Einheitskreisscheibe in C
D, {z € C||z| < r}; offene Kreisscheibe in C mit Radius r €]0, oo]
D {z € C | |z|] < 1}; abgeschlossene Einheitskreisscheibe
A {z € C||z| > 1}; AuBeres des Einheitskreises
Q ein einfach zusammenhingendes Gebiet in C
H(Q)  {f:9Q2 — C| f holomorph in Q}; Menge der holomorphen Funktionen in einem
Gebiet 2
Ho(Q) {f:Q — C| f holomorph in Q, f(0) = 1}; Menge der normierten, holomorphen
Funktionen in einem Gebiet €2
S {f:D — C | f schlicht, f(0) = 0, f/(0) = 1}; Menge der normierten schlichten
Funktionen in D
Sp {f : D — C | f normiert und schlicht, p = f~!(c0)}; Menge der normierten
schlichten Funktionen mit einfachem Pol in p €]0; 1]
P {f : D — C holomorph, Re f(z) > 0 und f(0) = 1}; normierte Funktionen mit
positivem Realteil
C {f €S| f(D) ist konvex}; Klasse der konvexen Funktionen
S* {f € S| f(D) ist sternformig}; Klasse der sternférmigen Funktionen bzgl. z = 0
Co(Q)  {f:Q— C|C\f(Q) konvex}; Klasse der konkaven Funktionen
Con {f:A—C|C\f(A) konvex}; Klasse der in A konkaven Funktionen
Cop {f:D—C|p:= f'(c0) € [0;1] Polstelle, f schlicht in D\{p} und C\f(A)
konvex}; Klasse der in D konkaven Funktionen mit einfachem Pol in p
an(f)  n-ter Koeffizient der MacLaurin-Entwicklung einer Funktion f
d(p,q) pseudo-hyperbolischer Abstand zweier Punkte im Einheitskreis
R(p,r) {z € C| d(z,p) < r}; pseudo-hyperbolischer Kreis mit Mittelpunkt p € D und
pseudo-Radius r €]0; 1]
H(w,\) {z2€C| 1 —-2w|?> <A1 —|2]?)}; Kreis mit w € 0D als Tangentialpunkt
f <¢ 9 Quasi-subordination der Funktionen f zu g
1
HP  {f € HD) | supeson; (% J71£(re?)Pd9)” < 00, 0 < p < oo}; Hardy-Raum

vi



1 Grundlegende Eigenschaften konvexer und
konkaver Funktionen

In diesem Kapitel werden grundlegenden Eigenschaften konkaver Funktionen behandelt. Dazu
betrachtet man zunéchst bekannte Aussagen iiber konvexe Funktionen, die im Anschluss auf
den konkaven Fall tibertragen werden. Hierbei werden u.a. auch Eigenschaften der sternférmigen

Funktionen betrachtet, die fiir den weiteren Verlauf niitzliche Eigenschaften liefern.

1.1 Konvexe Funktionen

Zunéchst werden einige Mengen von Funktionen definiert, die fiir die folgenden Erorterungen

grundlegend sind.

Definition 1.1. FEine holomorphe Funktion f € H(D) liegt in der Klasse der in D normierten,
schlichten Funktionen S, wenn f injektiv, f(0) =0 und f'(0) =1 ist.

S={f:D— C| f schlicht, f(0) =0, f'(0) =1}

Desweiteren beschreibt ‘P die Menge der normierten, holomorphen Funktionen mit positivem
Realteil.
P ={f€H(D),Re f(z) >0 und f(0) =1}

Mit diesen Notationen kann eine konwvexe Funktion folgendermafien definiert werden.

Definition 1.2. FEine Funktion f € S heifst genau dann konvez, wenn das Gebiet f(D) konvex
ist. Man schreibt
C:={feS|f(D) ist konvez}.

Aus dieser geometrischen Definition ergibt sich die folgende analytische Charakterisierung, die

auch als alternative Definition verwendet werden kann.

Satz 1.3. Sei f € H(D) mit f(0) = 0 und f'(0) = 1. Die Funktion f ist genau dann konvez,

wenn gilt
f"(z)
f'(2)

Re<1+z > >0, zeD. (1.1)
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Also
f"(2)

7(2) cP.

feCes1+z

Beweis: (siche auch [g])

Der Beweis erfolgt in vier Schritten.

1. Sei zunéchst f € C und 0 < r < 1. Es wird gezeigt, dass dann auch f(D,) konvex ist.
Es seien f(z1), f(2z2) € f(D,) gegeben, wobei 0.E. |z1| < |22| # 0 gelte. Dann ist

o2 =ef (22) + - 0102

eine in D holomorphe Funktion fiir ein festes ¢ € [0; 1] und es gilt aufgrund der Konvexitit
von f(DD)

g(D) € f(D).
Da weiterhin f(0) = g(0) gilt, ergibt sich g < f (siehe z.B. [8], Kap.6) und es folgt mit
dem Subordinationsprinzip

g(Dr) C f(Dy).

Insbesondere ist dann

tf(z1) + (1 =1)f(22) = g(22) € f(Dr), t € [0;1].

Anschaulich bedeutet dies, dass jede Verbindungsgerade zweier Punkte in f(ID,.) wiederum
in f(D,) enthalten ist. Also ist f(D,) konvex.

2. Bezeichne T, := f(0D,), so ist wegen der Konvexitit das Argument der Tangente an
I', monoton wachsend, wenn die Kurve im positiven Sinne durchlaufen wird. Analytisch
bedeutet dies:

Sei 0 <7 < 1, v(¢) := f(re) und somit /(¢) = ire!? f'(re'?). Dann folgt aus f € C

d /
%argl/ () 20 (1.2)

3. Sei nun f konvex und 0 < r < 1. Dann ist nach Teil 1 auch f(D,) konvex und es gilt nach
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(1.2):
d
0 < d—¢arg V'(¢)

- da;)arg (irei¢f’(r6i¢)>

= da(;lm log (irewf’(reid’))

d .
= Im <z + P log (f’(re’¢))>
B ire'® f"(re'?)
= Re (1 + Imw>
reid’f/’(reid’))

- e (15

Dann muss sogar fiir alle z € D gelten:

Re <1 + z‘fcf,,/((;)> > 0.

4. Es gelte umgekehrt, dass f holomorph in D ist und fiir alle 0 < r < 1 und alle 0 < ¢ < 27

d , .
— > .
d¢argv (¢) > 0 gilt

Dann folgt mit der Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen

2T d
argr/'(2m) —arg/(0) = /0 %argu'(gb)dqﬁ

B 27 Teid)f// (Teid)) _
= [ (e

Also bildet f die Kreislinie mit |z| = r injektiv auf die Kurve I'; ab. Somit ist f|p, injektiv
und f(D;) konvex. Demzufolge ist f schlicht und f(D) konvex.

O]

Fiir die Klasse §* der in D sternférmigen Funktionen bzgl. z = 0 kann eine zu Satz 1.3 analoge

Aussage bewiesen werden.

Korollar 1.4. FEine Funktion g ist genau dann sternformig in D, wenn gilt

Re <zgl(z)) > 0. (1.3)

9(2)

Also
2g'(2)
9(2)

feS < ep
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Ein Beweis findet sich z.B. in [8] und verldauft mit &hnlicher Argumentation wie der Beweis zu
Satz 1.3.
Den Zusammenhang sternférmiger mit konvexen Funktionen beschreibt der folgende Satz von

Alezander.
Satz 1.5. Eine Funktion f ist genau dann konvexw, wenn g = zf’ sternférmig ist.

Beweis: (siehe auch [8])

Es gilt

29'(z) _ 2(2f'(2))" _ () +2f"(2) _ f"(z)

71 B P R [~ R P, -
Mit Hilfe von Gleichung 1.1 bzw. 1.3 folgt die Aussage. 0

Fiir weitere Uberlegungen wird das niichste Lemma benétigt, das Funktionen der Klasse P

genauer beschreibt.

Lemma 1.6. (Carathéodory, 1911)
Es sei P(z) = 1+ Y 72, prz* € P gegeben. Dann gilt fiir alle k € N

x| <2 (1.5)

Beweis: (siehe auch [8])
Zunichst betrachtet man mit kg € N die Funktion

1 oo 2mil
q(z) = k—ozp (e ko z) .
=1
Da die Eigenschaften von P erhalten bleiben, ist ¢ € P und es folgt
1 Qo & 2mil
q(z) = kozz;) ( Ko Z)
)

Nun ist

271'7,”9 0 ful" k /{/ ko
l 1 fir k| k‘o

womit folgt
q(z) =1 —I—pkozko +p2k0z2k0 + ...
Die Funktion
1—2z
H
1+ 2
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bildet die rechte Halbebene schlicht auf den Einheitskreis ab, sodass die Abbildung

1 —q(2)

1+q(2)

—Dro 20 — pojy 2>
2 (1 + Zhopho )

_%Z’fo _
2

Q(z) =

ko

von der Form @ : D — D ist. Mit der Abschétzungsformel von Cauchy folgt daher

<1

-2
2

fiir alle kg € N, also die Behauptung. ]

Bemerkung 1.7. Wie man an dem Beispiel

1+ 2
1—=z2

eP

erkennen kann, ist die Abschitzung scharf.
Mit Hilfe des Lemmas 1.6 kann nun der folgende Satz bewiesen werden.

Satz 1.8. Sei f(z) = z+ Y .- yanz" € C. Dann ist fir allen € N

lan] < 1. (1.6)
Beweis: (siehe auch [8])
Es sei f(2) = 2 + Y ey axz® € C und mit Hinblick auf Satz 1.5
g(2) = zf'(2) = Z kay2" € S*.
k=1

Dann gelten offensichtlich die Gleichungen (1.1) bzw. (1.3), womit es eine Funktion P(z) =
Z;é’iopkz’“ € P gibt, so dass

R () e (050 >0

gilt. Setzt man by := kayg, so erhilt man

2q'(2) = Z kb 2" = (Z bk2k> (Zpkzk> .
k=1 k=1 k=0
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Ein Koeffizientenvergleich ergibt fiir alle n € N

n—1 n—1
nbn = Zpkbnfk = bn + Zpkbnfk-
k=0 k=1

Nach dem Lemma 1.6 von Carathéodory gilt nun |py| < 2, womit induktiv |b,| < n und aus der

Definition von b die Behauptung folgt. O

Bemerkung 1.9. Anhand der Funktion 1% € C erkennt man, dass die in Satz 1.8 bewiesene

Abschitzung scharf ist.

1.2 Konkave Funktionen

Im folgenden werden Funktionen behandelt, die im Allgemeinen als konkav bezeichnet werden.

Definition 1.10. Fine schlichte Funktion f : Q — ¢ heifit konkav, wenn das Komplement des
Bildes C\ f[Q] konvex ist. Man schreibt f € Co(Q).

Da sich je nach Ausgangsgebiet auch die analytische Eigenschaft der Funktionen dndert, unter-

scheidet man fiir die genauere Betrachtung zusétzlich in zwei Félle.

Definition 1.11. 1. Es bezeichne A = {z € C | |z| > 1} das Aufere des Einheitskreises.
FEine Funktion f: A — C, f(z) =z+ao+> .2 anz"™ heifit konkav in A, falls f schlicht
in A und f € Co(A) ist. Dabei besitzt f einen einfachen Pol in oo und man schreibt
f € Coa.

2. Es sei p € [0;1]. Dann bezeichnet Co, die Klasse der konkaven Funktionen, die schlicht
in D\{p} sind und einen einfachen Pol bei p besitzen, d.h. p = f~'(c0). Falls p €]0; 1]
ist, bezeichnet man die schlichten Funktionen f, fiir die gilt p = f~1(c0), f(0) = 0 und
f(0) = 1 mit Sp. Eine Funktion g liegt in der Klasse Sy, wenn es eine Funktion f € S,

gibt, so dass g(z) = f(fj;z) gilt. Sy ist die Klasse der schlichten Funktionen mit einfachem

Pol im Ursprung.

Bemerkung 1.12. Bei Definition 1.11.2 ist zu beriicksichtigen, dass es Fille gibt, in denen

p # 0 gesetzt werden muss.
Fiir weitere Betrachtungen wird der folgende Hilfssatz benotigt.

Hilfssatz 1.13. Es sei f eine schlichte Funktion, die A auf das Aufere einer Jordan-Kurve
I' C C abbildet. Die Kurve I ist genau dann analytisch, wenn f schlicht fir {z € C | r < |z|}
mit r <1 ist.

Beweis: (siehe auch [16])
Zuniichst sei I' analytisch. Dann gibt es eine holomorphe Funktion ¢ : {z € C | p < |z| <
%} — C, mit p < 1, fiir die (0A) = T gilt. Weiterhin gibt es ein r < 1, so dass die Funktion
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h:=¢ bo fschlichtin {z€C|1<|z]<i}istund 1< |h(z)| < % erfiillt.

Da |h(z)| — 1 fiir » — 1, also |z| — 1 folgt, erhélt man mit dem Spiegelungsprinzip, dass h zu
einer holomorphen Funktion auf r < |z| < L fortgesetzt werden kann, wobei p < |h(2)| < % gilt.
Somit ist f = ¢ o h schlicht auf {z € C | r < |z| < 1}, also fiir |z| > r. Die Umkehrung ist
klar. O

In Analogie zu Satz 1.3 erfolgt nun eine analytische Charakterisierung konkaver Funktionen. Im
Unterschied zum konvexen Fall betrachtet man dabei jedoch nicht die Einheitskreisscheibe D

sondern ihr AuBeres A.

Satz 1.14. Es sei f: A — C, f(z) = z+ag + ool akz"" gegeben. Dann ist f(z) € Coa genau

dann, wenn gilt

f"(z)
f'(z)
Weiterhin folgt aus f(z) € Coa fir z, ( € A

Re<1+z > >0, z € A. (1.7)

22/ <+Z> > 0.

e <f<z> Y R (18)

Beweis: (siehe auch [15])

(a) Bssei f(2) = z+ap+3 2>, axz~* € Coa. Dann gibt es ein konvexes Gebiet G := C\ f(A) und
eine Kurve I' := 0G. Weiterhin existiert eine schlichte Funktion g, die D auf das Innere von I ab-
bildet. Aufgrund der Voraussetzungen ist g(ID) konvex und die Kurven I'y = {g(z) | |2| = 1— 1
mit £ = 2,3,... sind aufgrund der Eigenschaften von g konvex und analytisch (siche Beweis zu
Satz 1.3 Teil 1). Bezeichne nun f; die Funktion, die A auf das Aufiere von I'y so abbildet, dass
fr(00) = 0o und f}(c0) > 0 gilt. Dann wird nach Hilfssatz 1.13 jede Kurve T'j, zusétzlich durch
fe(e®) mit 9 € [0; 27] beschrieben.

Da I'y, konvex ist, ist arg (fk(eit) — fk(ew)) mit ¢ €] J + 27 fiir feste ¥ streng monoton wach-

send. Mit z = e # ¢ = " erhiilt man daraus

0 arg (i) — fie?)) = 2 log (fule®)  fele™))
. ie"tf,’g(eit)
File®) — Fiule®)
N2 GO M (1.9)

fe(z) = fu(Q) =

Desweiteren gilt fiir gegebene z, ¢, ¢ und ¢

ReC—i_Z = Re(

(—z

em + eit)

ol _

1+ eit=?)
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Mit f(¢) =302, f,iij!(z) (¢ — 2)™ erhilt man aulerdem
2z2f1(2) N (+z _ 2z2f1(2) 22
Ju(z) = fe(Q) (=2 fe(z) = fe(CQ) (==
2 (fr(2)(€ = 2) + fu(2) = fu(Q))
(z
)¢

+1

I ¥ e N (5 YT Fy

oofk (2) AN

I /(O (SR ) O (St

—mux<—>l—2$2@%i«—zWH
1) + 2500, B ¢ — 2y

= 1+z2 - ;
) + Ty B¢ - 2y

fir z, ¢ € A und demnach im Grenzfall ¢ — z

. 22f/(2) (+z\ _,, 2k
%ﬁz (fk(Z) — fr(Q) * ¢— Z) 1+ fi(z)

Also gibt es bei z = { eine hebbare Singularitét.
Weiterhin ist mit (1.9) und (1.10)

Qka( ) C+z
R’<n<> n@>+<—z>2°

fiir alle |z| = || = 1, wobei die Aussage fiir den Fall z = ¢ aus der Stetigkeit folgt. Wendet man
das Maximumprinzip zuerst auf |z| > 1 und dann auf |{| > 1 an, so ergibt sich die Aussage fiir
alle z, ¢ € A.

Da fiir £ — oo die konvexen Kurven I'y, gegen I' konvergieren, folgt mit dem Kernkonvergenzsatz
von Carathéodory, dass fj in A lokal gleichméBig gegen f konvergiert. Im Grenzfall folgen dann
(1.7) und (1.8).

(b) Gelte nun umgekehrt (1.7) und r > 1. Dann folgt mit der gleichen Argumentation wie beim
Beweis von Satz 1.3, Teil 4, dass die umgebende Kurve I' konvex ist. Somit ist die Funktion f

selbst konkav, wie behauptet. O

Bemerkung 1.15. Wie bei Korollar 1.4 im konvexen Fall, lassen sich auch hier Aussagen iiber
Funktionen g : A — C treffen, die schlicht sind und deren Komplement C\g(A) sternférmig bzgl.
eines Punktes ¢ € @\g(A) ist. Um Verwirrungen zu vermeiden, nennt man diese komplement-
sternformig in A bzgl. c. Da die Mobiustransformation z +— % Geraden durch den Ursprung
wiederum auf solche abbildet, bleibt die geometrische Eigenschaft der Sternférmigkeit erhalten

und g ist genau dann komplement-sternférmig in A, wenn ﬁ sternférmig auf D ist. Es folgt

fir z € A
Re <Z§£S)> > 0. (1.11)
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Abgesehen von den Ausgangs- und Zielgebieten hat man sowohl im konkaven, als auch im
komplement-sternférmigen Fall dieselben analytischen Charakteristika erhalten wie im konvexen,

bzw. sternféormigen Fall. Damit ldsst sich das Analogon zu Satz 1.5 folgendermafien formulieren.

Korollar 1.16. Eine Funktion f : A — C ist genau dann konkav, wenn g = zf’ komplement-

sternformig ist.

Der Beweis erfolgt analog.
Als Alternative zu der bisherigen Betrachtung kann man konkave Funktionen aus Co, niher

untersuchen. In Anlehnung an die Aussage von Satz 1.14 erhélt man:

Lemma 1.17. Sei f € Sg. Es gilt f € Cog genau dann, wenn fir z € D

Re <1 + zj;/,/((j))> <0 (1.12)

ist. Weiterhin gilt dann fir z, ( € D

22/ <+Z> <0. (1.13)

e <f<z> ot

Beweis: Es sei f € Cop und u(z) = 1. Dann ist g := fou: A — f(D) € Coa. Nach Satz 1.14
gilt nun Re (1 + g”(z)) > 0. Weiterhin ist ¢'(z) = —Zizf’(u) und ¢”(2) = L " (u) + Z%f’(u), Also

9'(2) 2
18t
2g'(z) _ o 2 (G )+ A ()
Y T — L f(w)
_ L (w) + 2 (u)
f'(w)
L uf(w)
f'(u)
Desweiteren ist
29(:)  C+z _  ~2hfWE) | agtam
90— 90 T2 T Tu) - ful) ok
o 2u(z)f(u(z)  u(Q) +u(z)
fu(z)) = f(u(@)  u(C) —u(2)
wodurch mit Satz 1.14 die Behauptung folgt. O

Mit der gleichen Methode lésst sich auch die folgende Aussage fiir komplement-sternférmige

Funktionen beweisen.
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Korollar 1.18. FEine Funktion g ist genau dann komplement-sternformig in D bzgl. ¢ = 0, wenn

Re (Zg/(z)> <0 (1.14)

9(2)

gilt.

Fiir konkave Funktionen, deren Polstelle nicht im Ursprung liegt, kann man eine Verallge-

meinerung des Lemmas formulieren.

Satz 1.19. Seip € [0;1] und f € S,. Dann ist f € Co, genau dann, wenn fir z € D gilt

Re (1 tp?mopet & _p)(},(_zfz)f”(z)> <0 (1.15)

zZ+p
1+pz’

Polstelle p auf den Ursprung projiziert und darauthin Lemma 1.17 anwendet.

mit denen man die

Der Beweis erfolgt mithilfe von Einheitskreisautomorphismen z +—

Beweis: (siehe auch [12])

Es sei p € [0;1] und f € Cop. Dann hat die Funktion g(z) := f (fj;; ) eine einfache Polstelle

bei z = 0 und es gilt C\g[D] = C\ f[D]. Also ist f € Co, genau dann, wenn Re (1 + Z;’,IES)) <0
gilt. Dabei ist

z+p\ _ 1-p* ,(z+p\_ ,
f<1+pz> = ! \3pe) =90
2
: z+p\’ 1—p? z+p 1—p? z+p
sowie f = |7 —2p 3f/ =g"(2).
1+pz (1+p2) 1+ pz (1+p2) 1+ pz

Zusammen ergibt dies

1+ 29"(2) _ + - (<(1+P2)2) 1 (124:2;) p(1+pz 7o (IZ:’fZ))

/ Pan
g (Z) (H—pz)2 f, (H—pi')

+
1+ pz 1—p? /" <1z+zf)z> 2p
Z p—
14 pz (l—i—pz) f/<z+p> 1+ pz

n( z+p
_ o lopz, (-p)e] (&%) Q0.

1+pz  (1+pz)? f (1,2:;;)
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Nun gilt Re(Q(z)) < 0 fiir z € D genau dann, wenn Re <Q( — )) < 0 erfiillt ist. Man erhilt

1—pz
1-p? z=p 1
o 1= (Z) _
o(i2) - T oy
= pz @) =
_ A -p)(z-p) (1 poy ) 1 —pz—pz+p°
(1 —pz+pz—p?)? f'(z) ~ 1—pz+pz—p?
(z=p)A—p2)f'(2)  1+p*—2pz
(1=p*)f(2) 1—p>
woraus nach Multiplikation mit 1 — p? die Behauptung folgt. O

Desweiteren kann man komplement-sternférmige Funktionen in D betrachten, die eine Polstelle

bei p € [0; 1] besitzen. Fiir solche Funktionen ist eine &hnliche Aussage wie Satz 1.19 moglich.

Korollar 1.20. Eine Funktion g € S, ist genau dann komplement-sternformig in ID bzgl. eines
Punktes ¢ € C\g(D), wenn fir z € D gilt

(z =p)(1 - 2p)g'(2)
Re( g —c > < 0. (1.16)

Fiir den Beweis wird auf ein #hnliches Argument wie in Satz 1.19 und die Abschétzung (1.11)

zuriickgegriffen.

Beweis: (siehe auch [12])

Man betrachte die komplement-sternférmige Funktion

zZ+0p
G(Z) _g<1—i—pz) —C,

fiir die (1.14) gelten muss und erhélt

woraus die Behauptung folgt. d

Weiterhin lésst sich ein Analogon zu (1.8) in Satz 1.14 fiir Funktionen f € Co, zeigen.

Korollar 1.21. Es sei f € Cop, 2, ¢ € D und p € [0;1[. Dann gilt

2:f'(2) | C+z Z+p_1+pz><o. (1.17)

fe (f(z)—f(é) C—z+z—p 1—pz
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Beweis: (siche auch [12] und [14])

Es sei F(2)(¢—2)+ f(z) — fO)
(f(2) = F(O)C—2)

(siehe auch Satz 1.19). Dann ist mit f(z) =a_1(z —p)~* +ag +a1(z —p) + ... fiir ( #p

P(z) = -1 —p* +2pz — 2(z — p)(1 — p2)

(1.18)

P2) = — 1+ 2z — 2(1 — py S =D ol =P H e = p) + ] + () — SO =)

(a1(z—=p) t+ag+ ... — f({) (¢ —2)
(—2)[—a1+ai(z—p)*+..] +(f(z) = F())(z —p)?
(a—1+ao(z —p) +... = f(O)(z—p)) (C—2)

—a-1(C—=p) . o
a-1(¢ —p) =

=—1—p>+2pz—2(1 —p2)
P(p)=—1-p*+2p* —2(1 - p?)

Weiterhin ergibt sich aus (1.18)

zP(z) +p22 —p=3pt —z—p?r—p— 22(z — p)(1 — p2)

zP(z)+p22—p_2p22—2p22+p2z—z+pz2—p_

(z = p)(1 —p2) (z =p)(1 —p2) (f(Z) FONC—2)
_ 2z 24p , FREC=2)+ () -
l—pz z-p (f(z) = FIONC =2
_ldpz ztp o, FRC-2)+f(2) -

l—pz z-p (f(z) = (O = 2)

_14pz z+p 22f'(z) (4=

l—pz z—p [f(z)=f(C) (-=

(1.19)

Betrachtet man Q(z) = %, so gilt Q(p) = }J_rﬁz und es ist wie im Beweis von Satz 1.14

zf”(z) 14+pz z+0p
fm Q=) = - fillz) " 1-pz z—p

Demnach ist

f”(z) z+p 1l+pz

1+ + , falls z = (¢
’ 22’ C+z z+p 1+pz
— fall
J&-JQ) "=z Ta=p Tp sz 7

holomorph fiir 2z, ¢ € D.
Nach Lemma 1.17 gilt

sowie

Re (1 + Zﬁ;z)) <0
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und weiterhin ist fiir [z| =1

1
Re(Zﬂ?_W> o,
z—p 1—pz

wodurch mit dem Maximumsprinzip die Behauptung folgt. O

1.2.1 Weitere Eigenschaften konkaver Funktionen

Anstatt davon auszugehen, dass die Polstelle auf der reellen Achse liegt, ist es auch moglich
Funktionen f € Co(D) im Einheitskreis D zu betrachten die ihre Polstelle in einem beliebigen
Punkt b := f~!(co0) € D\{0} besitzen. Hierbei kann durch Drehung erreicht werden, dass er auf
der reellen Achse liegt und somit |b] = p €]0; 1] gilt. Weiterhin wird davon ausgegangen, dass

die Funktion in einer Umgebung des Ursprungs holomorph ist und folglich in der Form
oo
f(z)=z+ Z anz" (1.20)
n=2

dargestellt werden kann.

In diesem Fall ist zunéichst eine genauere Aussage beziiglich des Koeffizienten as moglich.

Satz 1.22. Es sei f : D — Q eine konkave Funktion mit einer Darstellung der Form f(z) =
z+ Y00 g anz" in einer Umgebung des Ursprungs und p = |f~'(cc)| €]0;1[. Dann gilt die

Abschdtzung
14 p*

p(1+p?)
Hierbei entsteht Gleichheit in der linken Ungleichung fiir

1
<loaf <pt (1.21)

f(2) = e P,(e72), ¥R,

mit

—Tp” (1.22)
und Gleichheit in der rechten Ungleichung mit

f(2) = e ky(e2), ¥ER
mit

1-5)(1-p2)

kp(2) = (1.23)

Beweis: (siehe auch [1])
Betrachtet man zunsichst den Fall f~1(c0) = pe!® € D mit a €]0; 00], so gilt fiir die Funktion
definiert durch f,(2) := € f(e"*z):

fp € Cop, fp_l(oo) =p und as(fp) = eag, (1.24)
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wobei az(fp) den zweiten Koeffizienten der um z = 0 entwickelten Funktion f, darstellen soll.

Fiir den weiteren Verlauf definiert man nun

A 1+ p¢
F:A—>(C,FC:f<> 1.25
=5 (1.25)
und ¥ : A — C durch PO 140
+
1+4¢ = . 1.26
7O~ 1) (120
Dabei hat die Funktion F' die Entwicklung
F(¢) :aC—i—ZbkC_kmit a#0und ¢ € A. (1.27)
k=0
Es folgt fiir € A
: ST
F(C): a_b1<2 2b243 :a_kzkbkck’Jrl
=1
- 1
F'(¢Q)= 21 +6baf+.. =) k(k+ 1)bk@
k=1
und somit fiir die linke Seite von Gleichung (1.26)
L O @ — 332y kb g + 32320 k(k + Dbr
F(0) P Sy
2
_ 1 + Zzozl kabk Ck1+1
D
1+O(§)
= — 7 (1.28)

1-0(%)
Da f,(D) und somit auch F' konkav sind, ist der Realteil von Gleichung (1.26) positiv fiir alle
¢ € A. Demnach muss |¥(¢)| < 1 gelten.
Weiterhin besitzt die Funktion W(¢) nach (1.28) bei ¢ = oo eine doppelte Nullstelle, bzw. die
1

Funktion Y ou : D — D mit u(¢) = z hat eine doppelte Nullstelle im Ursprung.

Mit dem Schwarzschen Lemma folgt

=
£
IA
S

?|

>
=
o
A

G (1.29)
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Aus Gleichung (1.26) erhélt man nun
cErQ 2¥(¢)
7O T T
I;/'/(<CC)>
25 Y
und mit Gleichung (1.29) folgt fiir € A
1! 2
o |1
2+ 0| = I
F”(C) 2 _ i ‘ F// IR < F”(C)) A
< Fo| <rm (C e ‘Fo )t
L[ FOF 2 (0, P _ 4
11— — =
o (1) || i (< F(Q) Ff<<>) =1
F"(Q) [ 2 F'(¢)  F"(Q) 4
“ T e (4 F0) “F«o) = -1
Q) 2 | 4 4/l —
” 0~ | o S -
F"(¢) 2 2|¢
” G~ Tl < T (130
Nun ist die Abbildung ¢ % in (1.25) ein Einheitskreisautomorphismus, der F(A) = f,(D)
und F(o00) = fp(p) = o0 bew1rkt Demnach gilt
<1+mv’:p@+é%%1+mﬂz P’ -1
P+¢ (p+¢)? (p+ )%
: =1, (14+p¢
F =
=ik (p+C>’
/" p° n(1+pC p°—1 /<1+p<>
F = - . .
) <(p+C) ) fp<p+<> 2(p+C)3fp p+¢ (1.31)

Mit Gleichung (1.25) folgt dann fiir z € D

F”(C)‘ = g<<pi<)12)2 F (7%) 2ty (5%)
Q) |escae Braeds (5%)

p+<)2f7/’/( p+¢ > 2¢

( ) CpH¢

¢

1—
(=1

p
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_1-pz PP -1 f(3) =
- 1 pz -2 1—pz
=P p-—- fp(z) p+ =
:1*]73 P*l f]/),()—Q 1—pz
(zp p2+1 p2> fp(2) zp—p*+1—pz
_a pz)(p%l)( p)fp2) 1-p
(1—p?)? p(z)  1-p?
1— . 1"y 1—
1—p fiz)  1-p
woraus fiir ( = —]15 auf der linken und z = 0 auf der rechten Seite von (1.32) folgt
" 1
() s po e
p g <_1> 1—p? f(0)  1-p?
P
2pag — 2
. 1.33
- (133)
In Kombination mit Gleichung (1.30) erhilt man daraus
2pag — 2 B 2 < 2}%
1—p? 1% -1~ 1% -1
2 pt 2 p?
& —1- <
‘1— 2<pa2 1+p2) - 1—p1+p?
4 2
p p
o _1_ < 1.34
ba2z 1 +p2 = 1 +p2 ( )
und somit
baz| = 112 1+ 2
d < = 1.35

also die Behauptung.

Damit auf einer der beiden Seiten Gleichheit eintreten kann, muss bereits Gleichheit in (1.30),
bzw. in (1.29) herrschen, d.h. es muss ein v € R geben, sodass ¥(¢) = e7¢2 fiir ( € A gilt.

Weiterhin wird in (1.35) Im(az2) = 0 bendtigt, womit insgesamt folgt

V() =+C2 FQ)=a(l+x¢CH+b mit a#0,beC.

Setzt man ( = p fiir diese zwei Moglichkeiten, so erhélt man gerade die beiden Extremal-

funktionen £, und l .

Die Aussage von Satz 1.22 kann mit dem folgenden Lemma erweitert werden.

O]
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Lemma 1.23. Es sei f(2) = 2+ ney axz® konkav und holomorph in D. Dann gibt es eine Folge
von konkaven Funktionen f,,(2) = z+ 3 roq arz® mit z € D und n € N, so dass |f, }(c0)| €]0; 1]

gilt und fiir n — oo die Funktionen f, — f lokal gleichmdfig in D konvergieren.

Beweis: (siehe auch [1])

Nach Voraussetzung ist C\ f(D) konvex und somit auch
Kn = (C\f(D))n{z|[z] < n}

fir n € N. Sei nun g, eine Funktion, die D auf C\K,, abbildet und fiir die g,,(0) = 0, bzw.
g,,(0) > 0 gilt. Dann ist g, konkav und f, = g,g—?o) besitzt die gewiinschte Normierung. Weiterhin
ist nach Konstruktion f,, — f fiir n — oo und die Behauptung folgt mit dem Kernkonvergenzsatz

von Carathéodory. I

Bemerkung 1.24. Kombiniert man Lemma 1.23 mit Satz 1.22, so ergibt sich fiir eine konkave

Funktion f, die in D holomorph ist und auf dem Rand eine Polstelle besitzt

1 <laa(f)] < 2.

Fiir eine weitere Aussage bzgl. konkaver Funktionen werden zusétzliche Hilfsmittel benotigt. Zur

Vereinfachung fithrt man die folgenden Bezeichnungen ein.

Definition 1.25. Es bezeichne

d(p, q) ::‘p—q‘

1 —pq
den pseudo-hyperbolischen Abstand zweier Punkte p, g € D.

Bemerkung 1.26. Es gilt

11— pql*> = p]* — |¢]* + pq + pq

2
1= g) = 1 — pg|?
_ 1+ pgf = pP* — g
a 11— pql?
(1 o)1~ Iqf?) )
1-pgl> '

Definition 1.27. Der pseudo-hyperbolische Kreis mit Mittelpunkt p € D und pseudo-Radius
r €]0; 1] wird beschrieben durch

R(p,r) = {ze€Cld(zp) <r}

1_
= eC||1—zpP? < —EL
{z | [1— zp| =2
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Geht p gegen einen Punkt w € 0D, und r — 1 so, dass

1i

gilt, ergibt sich im Grenzfall fiir K(p,r)
9w, N ={zeC|]1-zw*<X1-|z}}

Bemerkung 1.28. §(w, A) beschreibt einen Kreis mit Mittelpunkt %5 und Radius 1_%\, der
OD im Punkt w beriihrt.

Definition 1.29. 1. Ein Sektor (in D) von einem Punkt w € 0D bezeichnet das Gebiet in D,
das von zwei Halbgeraden aufgespannt wird, die sich in w treffen und symmetrisch zu der

Verbindungsgeraden zwischen w und dem Urprung von D sind.

2. Es sei ¢ eine Funktion, die auf D definiert ist und w € 0D. Dann bedeutet

Zlim ¢(z) = L,

zZ—w

dass p(z) — L fiir z — w in jedem Sektor von w gilt. Existiert der Grenzwert, so spricht

man von einem Winkelgrenzwert von ¢ bei w.

3. Es sei ¢ eine holomorphe Selbstabbildung des FEinheitskreises. Fxistiert fiir ein eindeutiges
n € D und ein w € ID der Grenzwert
n— o(2)

¢ (w) = £ lim ——% < oo,
—w Ww— 2

so bezeichnet man diesen als Winkelableitung von ¢ bei w.

Mit diesen Definitionen lassen sich die anschlieBenden Behauptungen aufstellen. Der folgende

Satz kann dabei auch als invariante Version des Schwarzschen Lemmas angesehen werden.

Lemma 1.30. Es sei ¢ eine holomorphe Selbstabbildung von D. Fiir jeweils zwei Punkte p, ¢ € D
gilt dann

d(e(p), ¢(q)) < d(p, q).

Gleichheit tritt genau dann ein, wenn @ ein Finheitskreisautomorphismus ist.

Fiir p = p(p) = 0 erhdlt man das Schwarzsche Lemma.

Beweis: (siehe auch [18])

Es sei
_pP—=
_1—]37:

ap(z)

ein Einheitskreisautomorphismus und 0 # b = ¢(p). Betrachtet man die Abbildung oy 0 ¢ 0 ay,
so bildet diese den Urspung auf sich selbst ab und ist eine Selbstabbildung des Einheitskreises.
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Wendet man nun das Schwarzsche Lemma auf die Funktion ap o ¢ an der Stelle z = ay,(g) an,

so ergibt sich
[(as 0 0)(g)| < lap(q)l,

was genau die Behauptung ist. O

Bemerkung 1.31. Ubertrigt man die Aussage von Lemma 1.30 auf den pseudo-hyperbolischen
Kreis R, so folgt

p(R(p,r)) C Rp(p), 7).

Satz 1.32. (Satz von Julia)
Es sei ¢ eine nicht-konstante holomorphe Selbstabbildung von D und n, w € ID. Weiterhin sei

(Pn)nen C D eine Folge von Punkten, die gegen w so konvergiert, dass sowohl p(p,) — n, als

auch
11— ‘Sp(pn)‘

— § < 00 1.37
= Ipa] (1.37)

gilt. Dann folgt
(i) 6 >0,

(it) p(H(w,N)) C H(n, Ad) fir X > 0.

Beweis: (siehe auch [18])

(i) Fiir ¢ = 0 folgt mit Lemma 1.30 fiir jedes p € D

d((p), (0)) < d(p,0) = |p|.

Mit Gleichung (1.36) erhilt man dann

1—d*(p(p), ¢(0)) > 1—d*(p,0)
(e @)1 0)2)
T e
IYZRY 2
(o)) o 1= ¢@)p(0)]
= N

Aus der Dreiecksungleichung folgt weiterhin

1= e@eOF _ 1= le®)lleO)]

1=[e(O)P  ~ 1—[e(0)[?
11— [(0)]?
1—[e(0)f?

1 — [ (0)]

1+ lp(0)
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Setzt man nun p = p,, und betrachtet n — oo, so ergibt sich aus den beiden Ungleichungen

1 [(0)] _ 1= lp(pa)l?

— 0,
L+ lpO)] = 1—=pal?

also & > 0 wie behauptet.

(ii) Es sei A €]0; oof und da |p,| — 1— gilt, sei 0.E 1 — |p,| < A. Mit r,, := 1 — 22l ¢]o; 1]

folgt dann r, — 1 fiir n — oo und

1-— ’pn’

- Wnl
1—r,
fiir alle n € N. Mit Gleichung (1.37) gilt auch
1—
1—mr,

Mit Bemerkung 1.31 und den Definitionen folgt dann

p(H(w,N) < limsupp(R(pn,n))

n—oo

C limsup K(o(pn), rn)

C 9H(n,\9)

Da nach Voraussetzung ¢ nicht-konstant ist, kann man auf den Abschluss verzichten,

woraus sich die Behauptung ergibt.
O]

Der folgende Satz kann ebenfalls als Analogon zum Schwarzschen Lemma betrachtet werden,

wobei die Rolle des Fixpunktes im Ursprung auf den Rand des Einheitskreises iibertragen wird.

Satz 1.33. (Satz von Wolff)
Es sei o eine holomorphe Selbstabbildung des Finheitskreises ohne Fizpunkt in . Dann gibt es
einen eindeutigen Punkt w € 0D fiir den gilt

(i) o(9) C $ fiir beliebige $H C D, die OD bei w beriihren,
(ii) ¢ hat eine Winkelableitung bei w mit ¢’ (w) < 1.
Man sagt, dass w ein Randfizpunkt von ¢ ist.

Beweis: (siehe auch [18])
Es sei (pp)nen eine streng monoton steigende Folge positiver Zahlen, die gegen 1 konvergiert

und @,,(2) = ppp(z). Dann gilt fiir |z| = py,

2 = (2 = @n(2))| = [Pn(2)] < pn = |2,
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so dass nach dem Satz von Rouché die Funktionen z und z — ®,(z) die gleiche Anzahl von
Nullstellen, also eine, im Kreis D, besitzen. Somit gibt es einen Punkt p, mit |p,| < py, fiir
den ®,,(pn) = p, gilt. Es folgt

plpn) = 22 (1.38)

Pn

Betrachtet man gegebenenfalls eine Teilfolge, so konvergiert p,, gegen einen Punkt w € D und
nach (1.38) gilt p(pn) — w.
Gilt w € D, dann folgt aus der Stetigkeit von ¢, dass w = lim,, .o ¢(prn) = ¢(w) ist, was einen
Widerspruch zur Voraussetzung darstellt. Somit muss w € 0D gelten.

Weiterhin folgt fiir alle n € N aus Gleichung (1.38), dass |pn| < |¢(pn)| und somit

1 —[o(pn)l

<1
1_|pn|

gilt. Geht man, falls notwendig, zu einer Teilfolge iiber, so existiert der Grenzwert

T L)) (1.39)
n—oo 1 — [py
Nach Satz 1.32 folgt mit w = n und § < 1, dass ¢($) C $ gilt und nach dem Satz von
Julia-Carathéodory ergibt sich mit Gleichung (1.39) die Existenz der Winkelableitung bei w mit
(W) < 1.
Es seien nun w und @ zwei Punkte, die die gegebenen Eigenschaften erfiillen. Dann beriihrt $
den Rand 0D bei w und 5:3 beriithrt 9D bei ©. Weiterhin kann man $) und 5:3 derart arrangieren,
dass sich die beiden Kreise zusétzlich bei zg € D beriihren. Da die beiden Kreise durch ¢ auf sich-
selbst abgebildet werden, ergibt sich ¢(z9) = zp € D, was einen Widerspruch zur Voraussetzung

darstellt. Demzufolge ist w eindeutig. O

Mit diesen Resultaten ldasst sich nun die folgende Eigenschaft konkaver Funktionen im Ein-

heiskreis beweisen.

Satz 1.34. Es sei f € Co(D) meromorph und schlicht im Einheitskreis mit der Darstellung
f(z) =24+ > 725 anz". Dann hat die Funktion

2f'(2)
f"(2)

mit dem holomorphen Abschluss ¢(b) = b falls f~'(c0) =: b € D die folgenden Eigenschaften:

o(z) =2+

(1.40)

(i) Die Funktion ¢ ist holomorph in D und es gilt |p(z)| < 1 fir z € D.

(ii) Der Punkt b := f~1(00) ist ein attraktiver Fizpunkt von ¢, d.h. es gilt |¢'(b)| < 1. Genauer
gilt sogar ¢'(b) = ¢"(b) = 0 fiir |b] < 1 und fiir den Grenzfall |b] — 1 erhdlt man ¢'(b) €
05 3]-

(111) Die Funktion ¢ hat keinen Fizpunkt in D\{b}.
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Beweis: (siche auch [1])

(i) Es sei b = pe'® mit p € [0; 1]. Angenommen, es existiert ein zg € D, sodass f”(zp) = 0 gilt.

Setzt man F' wie im Beweis von Satz 1.22 und (p = IZ;%ZPO, dann erhélt man aus (1.32)
F"(Go) —1—p*+2pzo
Re (1 =Re| ————— 0 1.41
e< FOFG) ’ 1—p? = (14

was im Widerspruch zu Satz 1.14 steht. Also ist f”(z) # 0 fiir z € D und ¢ ist holomorph.
Fiir den Beweis von |¢(z)| < 1 fiir z € D betrachtet man wie (1.24) im Beweis von Satz
1.22 fy(2) = €™ f(e7"2) mit einem p €]0; 1[ und definiert

2£p(2)
fi=)

bp = Ple2) = 2 +

Nimmt man nun an, dass ein zy € D existiert, sodass ¢,(zy) = 1% gilt, so folgt

o) 2 2p
folzo) 5 =20 1-—px
und fiir ¢y = Z%Zpo erhilt man
F”(Co))
Re(1+ — 1<,
( “ F'(Co)

was, wie bereits (1.41), einen Widerspruch zu Satz 1.14 darstellt. Somit ist ¢,(z) # }D fiir

z € D und die Funktion
¢p (%) - D
q>p(g) =

o (1.42)
1— o, ()
ist holomorph in A und es gilt ®,(co0) = 0, da nach Definition ¢,(c0) = p gilt.
Nach einiger Rechnung folgt mit den Gleichungen (1.25) und (1.31)
F” 1+¢®
1O _1HEB(O e (1.43)

F/(¢)  1—=(p(¢)

Mit Satz 1.14 und den vorhergehenden Gleichungen erhélt man nun |¢,(2)| < 1 fir z € D.
Wendet man weiterhin Lemma 1.23 an, ergibt sich |¢(z)| < 1 fiir 2 € D.

Wenn bereits b € D ist, folgt aus der Definition von ¢, dass ¢(b) = b und ¢'(b) = ¢"(b) =
0 gilt. Da ¢ nach (i) eine holomorphe Selbstabbildung von D ist, besitzt die Funktion
hochstens einen attraktiven Fixpunkt 2o € D (siehe hierzu auch [18]).

Seien nun ¢, und f, derart, dass b ¢ D ist. Dann folgt mit Satz 1.33, dass es einen

Randfixpunkt gibt. Betrachtet man die Koebe-Transformierte von f,, also fiir z € ID und
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€]0; 1] die Funktion

fo (H2) - (@)
92) = —pa=a

und wendet Satz 1.22 auf as(g) an, so erhdlt man mit Gleichung (1.34)

3 1
_ i<z
als) - 3| <
sowie
z+z\ l+azz—(zz+2%) 1-—2?
1+ 22 N (14 22)? (1 + 22)?
z+x\"  —2z(1—2?)
1+ a2 N (1 + z2)3
I(Z) 1+:vz Qf/ <lz-:_;:z>
g =
fH(@)(1 — x2)
—2];1:13 f<z+z>_’_<1fx2 )2 //(erJS)
" 1+:cz p\1+zz (14z2)2 p \ 1+zz
g'(z) = ~

fp(@) (1 —=?)
Fiir den Koeffizienten ao folgt

—2x(1 — 2?) fi(x) + (1 — 22)2f2(z)

)
wlg) = 21— )
= —x+ (1 )2f/((:;))
Damit gilt fl’)’(x) . x2) o 3‘ - 72 B 2x + 3 < 1 (1.44)
2fp(x) 2] (@) w2 |72 |

Nach Satz 1.33 existiert die Winkelableitung 0 < ¢;,(1) < 1, fiir ¢, # 1. Man erhélt dann
aus Gleichung (1.44)

l\’)\}—t

2 5
‘1—%() 2’3

Somit ist 0 < ¢f,(1) < %
Betrachtet man fiir 8 € [1;2] Funktionen der Gestalt

f<z>=21ﬁ((1fj)ﬁ—1>,

so erhilt man
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(#¢) Da fiir alle z € D\{b} gilt f'(z) # 0 und somit ¢(z) # z fiir 2 € D\{b}, sind alle be-

haupteten Eigenschaften bewiesen.



2 Koeffizientenabschatzungen konkaver
Funktionen in einer Umgebung des Ursprungs

In diesem Kapitel werden konkave Funktionen in der Einheitskreisscheibe betrachtet, die sich in

der Form

fR) =2+ an2" (2.1)
n=2

darstellen lassen. Dabei wird wie in Abschnitt 1.2.1 davon ausgegangen, dass die Funktionen in
einer Umgebung des Ursprungs schlicht sind und bei p €]0; 1] einen Pol besitzen.

Zwar wurde in Satz 1.22 fiir diesen Fall bereits eine Abschétzung beziiglich as geliefert, doch
sollen im folgenden Koeffizienten a, fiir alle n € N betrachtet werden. Dabei wird zunéchst
ein Analogon zum konvexen Fall bewiesen, der in Satz 1.8 behandelt wurde (siehe auch [3]).
Anschlielend soll auf die verschérfte Form einer Vermutung von A.E. Livingston eingegangen

werden, die in [12] zuerst formuliert und in [2] bewiesen wurde.

2.1 Eine allgemeine Koeffizientenabschatzung

Zunéchst miissen einige Hilfmittel zur Verfiigung gestellt werden, die die Quasi-Subordination

behandeln. Diese Eigenschaft ist eine Verallgemeinerung der klassischen Subordination.

Definition 2.1. FEs seien f und g meromorph in D und holomorph in einer Umgebung des
Ursprungs. Dann heifit f quasi-subordiniert zu g, wenn es eine holomorphe Funktion w(z) mit
lw(z)| < |z] < 1 gibt, sodass |f(2)| < |g(w(2))| fir z € D gilt. In anderen Worten, es ezistiert
eine holomorphe Funktion ¢ mit |¢p(z)| < 1, sodass gilt

f(2) = ¢(2) g(w(2)). (2.2)

Man schreibt

f=q9
Auf Basis dieser Definition lisst sich der folgende Satz formulieren.
Satz 2.2. Es sei f <, g und n € N. Dann gilt fir r €]0;1]

1 2

. 1 [27 A
LT ety rag < L / lg(re®)|"do. (2.3)
27T 0 27'(' 0

25
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Beweis: (siehe auch [5])

Fiir ¢ = re’ und |z| < 7 < 1 lisst sich mit der Poisson-Formel schreiben

=5 [ aome (S5 w.

:%0 C—Z

Setzt man |w(z)| < |z| < r und |¢(z)| < 1, so erhélt man

o wlz
FEI =6 < - [ lat@ire (5245 ) ao.

Integriert man nun diese Ungleichung iiber den Kreis {z = pe | 0 < ¢ < 27} mit 0 < p < 7,

ergibt sich mit

die Ungleichung
27 ) 27 )
/O Fpe)ndt < /0 g(re”)["d9

mit 0 < p <7 < 1. Mit dem Grenziibergang p — r folgt Gleichung (2.3), also die Behauptung.
O

Fiir quasi-subordinierte Funktionen liasst sich nun das folgende Lemma formulieren.

Lemma 2.3. Es gelte f(z) = > oo arz® <4 9(2) = Ypoo bi2” fiir Funktionen f und g. Dann
gilt fir alle n € Ny

D lar <D bkl (2.4)
k=0 k=0

Beweis: (siehe auch [5])

Es sei n € Ny fest. Mit Gleichung (2.2) folgt in einer Umgebung des Ursprungs

Z apz® — é(2) Z brw(2)F = ¢(2) Z brw(z)F — Zakzk.
k=n+1 k=n+1 k=0 k=0

Nun beschreibt man die linke Seite der Gleichung in einer Umgebung des Ursprungs durch eine
Taylorreihe. Dann miissen die Koeffizienten von z* fiir 0 < k < n Null sein, da die niedrigste

auftretende Potenz bereits n + 1 ist. Demzufolge ldsst sie sich um den Ursprung in der Form

h(z)

I
2
el
I
>

darstellen. Weiterhin seien f,,(z) = > 1_,arz® und g,(2) = Y.7_, bxz* die Partialsummen von

f und g. Gleichzeitig ist die rechte Seite als Kombination holomorpher Elemente im gesamten
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Einheitskreis holomorph und es folgt fiir |2| < 1
n o) n
dap+ >t =¢(2)) brw(2)F,
k=0 k=n+1 k=0

womit sich (f, + h) <4 gn ergibt. Fiir z = re’ erhélt man mit der Parsevalschen Formel und
Satz 2.2 mit n = 2

n 1 2T n 2
Z lap|2r?F < o d)(rew) Z bkw(rem)k dd
k=0 T J0 k=0
< 1 ” i b etk 2 dv
2 Jo P
n
_ Z |bk’27’2k,
k=0
woraus fiir r — 1 die Behauptung folgt. O

FEine Erweiterung des Lemmas wird durch das anschliefende Korollar gegeben.

Korollar 2.4. Seien f und g wie im Lemma 2.3 gegeben, Ag > A1 > ... > 0 und n € N. Dann
gilt
n n
> Melarl® < Nalbel*. (2.5)
k=0 k=0

Beweis: Betrachtet man die Ungleichung (2.4) fiir n = 0, 1, ...,m mit m € N und sei \g >
A1 > A = A1 = 0. Multipliziert man nun fiir n =10, { =0,1,...,m (2.4) mit \; — \jy1 >0

und summiert iiber [, so folgt.
m m
D> Nla® <7 Nlbil.
=0 =0

Da m beliebig gew#hlt war, folgt die Behauptung. O

Nun kann eine allgemeine Abschétzung von Koeffizienten konkaver Funktionen bewiesen werden.

Es handelt sich um ein Analogon zum konvexen Fall aus Satz 1.8.

Satz 2.5. Es sei f(z) =z+4 Y o ganz" € Co(D). Dann gilt
lan| > 1

fiir alle n € N. Gleichheit tritt ein, wenn gilt f(z) = =5 fir ¥ € [0;27].

Beweis: (siehe auch [1])

Nach Satz 1.34 gibt es fiir beliebige f € Co(D) eine Funktion ¢(z) = z + ?f,/((zz)) , die holomorph

im Einheitskreis ist, sodass |¢(z)| < 1 fiir z € D gilt. Weiterhin gilt dann fir z € D

2f"(2) +2f'(2) = ¢(2) 1" (2) (2.6)
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erfiillt. Setzt man nun in Hinblick auf Lemma 2.3
F(z) = 2f"(z) + 2f'(2) und G(2) = f"(2)
bzw. fiir k € Ny
Ap = (k+1)(k+2)agy1 und By = (k+1)(k 4 2)ario

wobei a; = 1 gilt. Mit Gleichung (2.5) folgt nun fiir n € N

n—1 n—1
D k412 (k+ 22 ap | < (k+1)%(k +2)%|agso.
k=0 k=0
Dies ist dquivalent zu
n n+1
Y Rk + 1) apl? < Y (k= 1)K agof?
k=1 k=2
n n+1
> (K 2k + 1) |a)® < D (K — 28 + K?) |ag)?
k=1 k=2
4> Elagl < nP(n+1)?an ] (2.7)
k=1

Wegen |a;| = 1 folgt fiir den Fall n =1 in (2.7) |az| > 1.
Nun kann man mit der Tatsache 4>"}_; k* = n?(n+1)? aus (2.7) induktiv folgern, dass |a,| > 1
fiir alle n € N und f € Co gilt. Gleichheit kann nur auftreten, wenn |ag| = ... = |an—1| = 1 gilt,

was im Fall der angegebenen Extremalfunktion erfiillt ist. O

2.2 HP-Raume

Bevor weitere Uberlegungen zu Eigenschaften konkaver Funktionen folgen, soll an dieser Stelle
kurz auf einige Hilfsmittel eingegangen werden, die aus der Theorie der HP-Rdume (0 < p < o0)
stammen (siehe auch [9]). Diese sind hilfreich, um gegebene Probleme in einer anderen Form

darzustellen und zu entscheiden, ob gefundene Abschétzungen scharf sind.

Definition 2.6. Es sei f eine holomorphe Funktion in D, r €]0;1[ und 0 < p < oco. Man sagt,

dass [ in der Klasse HP liegt, wenn der Ausdruck

1

= (3 [ f(re%rpdﬂ)’l’ (2:)
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beschrankt ist, wenn also fir die folgendermafen definierte Norm gilt

| fllze := sup My(r, f) < oo.
rel0;1]

Fiir den Fall p = oo setzt man

Moo (r, f) = max | f(re”)]

Betrachtet man zwei unterschiedliche Raume H? und H? mit 0 < ¢ < p < o0, so ist HP C HY,
wobei die Inklusion echt ist. Es besteht weiterhin eine Analogie zu den aus der Funktionalanalysis

bekannten LP-R&umen.

Definition 2.7. Es sei X ein messbarer Raum mit Maf pp und 1 < p < oo. Man sagt, dass die

Funktion f in der Klasse LP liegt, wenn f messbar ist und gilt

T ( /. \fm)p .

Bemerkung 2.8. Zur Vereinfachung soll die folgende Notation eingefiihrt werden. Fiir ¢ € LP

lelbi= (52 [ |so<t>|pdt>’l’ (29)

sel

und fiir f € HP definiert man
[fllp = Mp(1, ) := }i_)H%Mp(Ta f)- (2.10)
Diese Schreibweise soll auch fiir p < 1 gelten, obwohl || - ||, in dem Fall keine Norm ist.

Nun gibt es fiir jede Funktion f(re®) € HP fast iiberall eine Grenzfunktion f(e®) € LP. Zur
Existenz von Mp(1, f) betrachtet man den folgenden Satz.

Satz 2.9. Es sei f € HP mit 0 < p < 00. Dann gilt

27 21 )
lim |f(re')|Pdt = / |f(e)[Pat (2.11)
r— 0 0
und on
lim |f(re™) — f(e™)|Pdt = 0. (2.12)
T— 0

Beweis: (siehe auch [9])
Zuniichst sei p = 2. Fiir f(2) = Y00 an2™ € H? ist Y00 |an|? < oo. Mit dem Lemma von

n=1
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Fatou erhalt man daraus

27 27
‘/ Fret) — f()2dt < nmm{/ F(re) — F(pe™)2dt
0 0

p—1

oo
= 2772 lan]?(1 —7™)2 =0
n=1

fiir » — 1. Dies zeigt Gleichung (2.12) und somit auch (2.11) fiir p = 2.

Sei nun f € HP mit 0 < p < oo. Dann kann f in der Form f(z) = B(z)g(z) faktorisiert
werden, wobei B(z) ein Blaschke-Produkt ist und g(z) € HP fiir |z| < 1 nicht verschwindet. Da
(g(z))g € H? und |B(2)| < 1 fiir |z| < 1 gilt, folgt mit der bereits bewiesenen Aussage

2 2 21 2
/|meﬁs/wwwwﬁ/ mwwwz/ ()Pt
0 0 0 0

Mit dem Lemma von Fatou folgt somit die Behauptung fiir (2.11) und Hilfsmittel aus der
MafBtheorie liefern darauthin (2.12). O

Weiterfithrend kann man nun eine Aussage beweisen, die die Rdume H? und LP in Zusammen-

hang bringt.

Satz 2.10. Es sei 1 < p < oo und f € HP. Dann existiert der Grenzwert lim,_,1 f(re?) =:
() fiir fast alle ¥ € [0;27] und es ist f* € LP.

Beweis: (siehe auch [9])
Sei 1 <p < oo, f e HP und € > 0 gegeben. Fiir 0 < p < 1 sei f,(z) = f(pz) und p so gewihlt,

dass gilt
<

17— Flp < S

Die Existenz des Ausdrucks wird dabei durch Satz 2.9 gewéhrleistet. Es sei nun S, (z) die n-te
Partialsumme der Taylorreihenentwicklung von f um den Ursprung. Dann konvergiert S, (z) —

f(2) gleichméBig fiir |z| = p. Also gilt fiir ein hinreichend grofies n
€
IS0, — Follp <
und es folgt mit der Minkowski-Ungleichung
190, = fllp < 150, = follp + I1fo = fllp < e
O

Bemerkung 2.11. Fiir 1 < p < oo ist HP ein Banach-Raum. Weiterhin bildet die Menge der

Grenzfunktionen f* einen Unterraum von LP und es gilt || f*||r = || ]| me-

Nach dem Rieszschen Darstellungssatz gibt es fiir jedes beschrinkte lineare Funktional ®(f) eine
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Funktion g € L9, so dass fiir alle f € LP das Funktional in der Gestalt

1
o

27
3(f) /0 F(eM)g(et)dt

eindeutig dargestellt werden kann, wobei % + % =1und 1 < p < oo gelten muss.
Mit der obigen Bemerkung kann man diesen Sachverhalt auf HP-Réume {ibertragen und erhélt
die folgende Formulierung.

Esseil <p<oound f € HP. Jedes beschriankte lineare Funktional kann in der Form

1
o(f) = 5= f(2)k(2)dz, (2.13)
21 \z|:1
dargestellt werden, wobei fiir den Kern k(e®) € L7 mit % + % = 1 gelten muss. Die Existenz des

Integrals wird dabei durch Satz 2.10 gewéhrleistet.

Definition 2.12. Fine Funktion h € LY heifit dquivalent zu einem gegebenen Kern k, wenn
h—k e H? also h und k dasselbe Funktional auf HP bestimmen. Man schreibt h ~ k.

Aquivalente Funktionen spielen in der anschlieBenden Betrachtung (z.B beim Beweis von Satz
2.21) eine entscheidende Rolle. Mit ihnen kénnen gegebene Probleme geschickter dargestellt wer-
den, da unterschiedliche, aber dquivalente Kerne keine Anderungen beim Funktional bewirken.
Beschreibt ein lineares Funktional beispielsweise den Koeffizienten a,(f) (Konstruktion mittels
Residuensatz, etc.), so kann das Funktional durch Wahl des Kerns in handlichere Form gebracht
werden. Hierbei ist es aus abschétzungstechnischen Griinden héufig von Vorteil, wenn man Funk-
tionen f € H™ betrachtet. Im Folgenden sei also p = oo, bzw. ¢ = 1.

Es sei nun ein Kern k& € L' gegeben und gesucht sei ein Funktional, das

ol = sup  |o(f)] (2.14)

JEH> || fllo<1

erfiillt. Als Alternative kann man das zu (2.14) duale Problem

1
o /Z|:1 f(2)k(z)dz

betrachten, um eine Funktion g € H' zu suchen, die dem gegebenen Kern k am nichsten liegt.

sup

= min ||k — g1 (2.15)
FEH>, || fllo<1 geH!

Gleichermaflen ist es auch moglich eine Funktion A ~ &k mit minimaler Norm suchen.

Dabei interessiert man sich haufig dafiir, ob das Supremum angenommen wird und welches die
dazugehorgie Extremalfunktion ist.

Eine Funktion K (™) ~ k(e™) fiir die

1Kl = jnf bl = inf Ik = gl (2.16)

gilt, heiflit dabei Extremalkern. Um triviale Losungen zu vermeiden, wird meist k ¢ H' voraus-
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gesetzt.

Bemerkung 2.13. Da nach Konstruktion fiir ein bestimmtes a € [0; 2] immer |p(e*f)| =
|o(f)| gilt, fithrt man eine Normierung ein, damit man die Eindeutigkeit von Extremalfunk-
tionen und -kernen behandeln kann. Dabei ist es naheliegend zu sagen, dass eine Funktion F'

Extremalfunktion ist, wenn

o(F)=llol = sup  [o(f)]

FEH®,|| fllo<1

gilt. Man spricht von einer normierten Extremalfunktion.

Lemma 2.14. Damit eine Funktion F' € H>® mit ||F|| = 1 und ¢(F) > 0 eine normierte
Ezxtremalfunktion und ein Kern K mit K ~ k ein Extremalkern sein kénnen, ist es notwendig

und hinreichend, dass fast tiberall gilt
VK (W) F(e) >0 (2.17)

und
|F(e)| =1 fast diberall auf {9 | K(e™) # 0}. (2.18)

Beweis: Aus (2.16) und der Dualitét geht hervor, dass genau dann F' eine normierte Extremal-
funktion und K ein Extremalkern sind, wenn ¢(F') = ||K|| gilt. Das Lemma beschreibt somit

die Bedingung, bei der in der Holderschen Ungleichung Gleichheit eintritt. O

Aus diesem Lemma resultiert nun der

Satz 2.15. Fiir jede Funktion k(e”’) € L' mit k ¢ H' ist die Relation

sup |¢(f)| = inf [[k—glh
fEH> || flloo<1 geH!

erfillt, wobei ¢ definiert sei wie in Gleichung (2.13).

Weiterhin gibt es eine eindeutige normierte Extremalfunktion f, so dass gilt ¢(f) > 0, und das

duale Extremalproblem hat eine eindeutige Losung.

Beweis: (siehe auch [9])

Sei F eine normierte Extremalfunktion und K ein Extremalkern. Wegen k ¢ H' muss K (e’)
ungleich Null auf einer Menge E mit positivem Mafl sein. Wegen Lemma 2.14 bestimmt K
sowohl sgnF(e™) als auch |F(e')| fast iiberall auf E. Demzufolge stimmen alle normierten
Extremalfunktionen auf einer Menge mit positivem Maf iiberein. Also ist F' eindeutig bestimmt.
Sei nun F eine feste normierte Extremalfunktion und K ein beliebiger Extremalkern. Nach (2.17)
gilt

Re (iemF(em)K(emD =0 fast iiberall.
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Betrachtet man G = k — K, so dass G € H! und h(z) = i2F(2)G(z), dann gilt
Re(h(e?)) = Re (iewF(e“g)k(ew)> fast iiberall.

Da jedoch h € H' und h(0) = 0 gilt, wird h(z) vollstindig durch Re(h(e™)) mit der Poisson-
formel bestimmt. Demnach sind G und somit auch K eindeutig bestimmt, wenn eine Extremal-
funktion F existiert.

Die Existenz kann durch verschiedene Beispiele gezeigt werden. O

2.3 Eine Vermutung von Livingston

A.E. Livingston vermutete in [12] fiir Funktionen f(z) = z 4+ > ", anz™ € Cop, p €]0;1][, dass

fiir alle n € N gilt

p i1+ p?)

und bewies dies fiir die Félle n = 2 und n = 3. Es ist anzumerken, dass dieser Sachverhalt fiir

Re(ay) >

n = 2 bereits in der unteren Abschéitzung von Satz 1.22 behandelt wurde. An dieser Stelle soll
eine leicht abgednderte Form der Vermutung bewiesen werden.
Als Vorbereitung wird der folgende Satz benotigt. Dieser liefert eine Abschéitzung fiir den Realteil

eines Punktes ¢ auflerhalb des konkaven Bildgebietes.

Satz 2.16. Es sei f € Cop, p €]0;1[ und ¢ € C\f(D). Dann ist

— < Re(e) < — 2.19

G—pp == Ty (219
Gleichheit in (2.19) erreicht man genau dann, wenn
z

fe(z) = (2.20)

T=-50—)
und ¢ = f(1) in der linken, bzw. ¢ = f(—1) in der rechten Ungleichung gilt.

Beweis: (siche auch [2])
Zuniichst ist nach Voraussetzung f(D) konkav. Somit ist C\ f(ID) konvex und folglich auch stern-
formig beziiglich ¢. Weiterhin besitzt f einen einfachen Pol im Punkt p und ist nach (2.1)

normiert. Die Funktion

(1-2)(1—2p)f'(2)
J) —e

bzw. ihre holomorphen Fortsetzung auf D hat dann die folgenden Eigenschaften:

F(z):=

1. Re(F(z)) > 0 fiir z € D (vgl. Korollar 1.20).

2

2. F(0)=—1und F(p) = 1;}7 .




2 Koeffizientenabschitzungen konkaver Funktionen in einer Umgebung des Ursprungs 34

Fiir die zweite Gleichheit unter 2. betrachtet man die Laurententwicklung von f um p. Man
erhélt

S T CR CB N (. Bt ) Kot ot
- (fle) = clp o (Z:; +ag+ ... — c) D
oy (e op) ) (-zp) 1o
c=p (a1 +aglz—p)+..—cz—p))p  p

Es sei nun ¢ = z + iy. Damit Re(F(0)) = Re (—1) > 0 sein kann, muss z < 0 gelten. Weiterhin
folgt aus den Eigenschaften, dass eine in D holomorphe Funktion ¢ existiert, die ¢(D) C D,
#(0) =0 und
F(z)(@® +y*) —iy _ 1-¢(2)
x 1+ ¢(2)
fiir z € D erfiillt. Somit gibt es auch eine Funktion ®, die holomorph in D mit ®(D) C D ist, fiir
die mit z € D gilt

F(z)(2®+y?) —iy  1—20(z)

x 1+ 28(2)
Fiir den Fall z = p erhélt man daraus
1—p? 2 | 2 ;
B (2 4 y7) — iy _ 1—p2(p)
x 1+ p®(p)

Hieraus folgt, dass es fiir jedes ¢ = z + iy € C\ f(ID) ein w € D gibt, sodass gilt

v —iy  1-
_ o U St T (2.21)
x 14+ pw

wobei u + v durch

1 —pw = (u+iv)(1l+ pw)

& 1—(u+iv) = (u+1+iv)pw
N2
N ﬂ = w? <1
p(u+1+iv)
& (1—u+iv)(1—u—iv) <p*(u+1+w)(u+1—iv)
& 1—2u+u? +0% <p?(u® 4+ 2u+1+0?)
1 2
= (1—p? <1+u2—2u +p2—|—02>§0
l=p
2 2
1+ p? 14p° 2
& (u_l—p2) +1—(1_p2 +0v°<0

2 2
1+ p? 2 2p
= <u—1_p2> +v° < 1—p2
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o <(1 jif _ u) (_(1 :zf +u) > 02 >0 (2.22)

beschrieben wird.

Mithilfe eines Koeffizientenvergleichs in (2.21) erhélt man weiterhin zum einen

Yy =2av (2.23)
und zum anderen
1- p2 2 2
E— (°4+y°)=u
& —(1 = p*)(z + 2v*) = up
& z=— P (2.24)

Kombiniert man (2.22) und (2.24), erhélt man

1+p 1-p
—pP D i+pP _ p

I-p)+p) A-p2 "= A-pl+p  (Q+p?

also die Behauptung. Die geforderte Gleichheit in der linken Ungleichung folgt genau dann, wenn

1
u= +p und v =0, (2.25)
L—p
und fiir die rechte Seite genau dann, wenn
7P nd v=0 (2.26)
u= und v = .
1+p

gilt. Wegen (2.25) gilt ®(p) = —1 und nach dem Maximumprinzip somit ® = —1 und fiir den

anderen Fall ® = 1. Das resultierende Anfangswertproblem

wird dabei durch f. aus Gleichung (2.20) gelost. O

Satz 2.17. Es seip €]0;1], f € Cop und n > 2. Dann gilt die Ungleichung

14 p>"

Re(an(f)) > 142

(2.27)

Bemerkung 2.18. Die in Satz 2.17 angegebene Abschitzung ist im Vergleich zu der ur-
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spriinglichen Vermutung um den Faktor

14 p? 6]1'1[
(I+p)? 72

schlechter.

Beweis: (siche auch [2])
Fir n > 2 ist die durch

h(z) = (== (p" 4 ) + %) £(z) i = € D\{p},
limo<ju-—p|—0 A(w) fiir 2 = p

definierte Funktion beschrankt und holomorph in . Deshalb existieren nach dem Satz 2.10
die Grenzwerte lim,_; h(re®’) und lim,_,; f(re™) fiir fast alle ¥ € [0; 2w[. Weiterhin ist auch

an(h) = an(f).
Nach Satz 2.9 gilt dann

/27r
0

h(re?®) — h(ew)‘ 49— 0 fir r—1".

Dies liefert

1 o i —in
an(f)=an(h) = 5o | h(e”)e™ ™ di
1 [27 " - - 1
- f(ez ) (e—zn _|_€zn _pn _ ) d9
2’/T 0 pn

1 27 ) 1
= —5- ; f(e™) <p” + i 2(305(7119)) dd.
Wendet man nun die rechte Abschitzung von (2.19) in Satz 2.16 auf ¢ = f(¢'’) an, so erhilt

man

i —p
Re(f(e) < 772

womit folgt

1 27 —p 1
. > "y 9 9) ) dv
Re(an(f)) = o7 Jy (A+p)? <p +p” cos(n )>
1 2 1 2n 1 2
LS /  cos(nd)dd
2r Jo p* (14 p) 2r Jo (1+p)
- 1 +p2n
(1 +p)*
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2.4 Weiterfiihrung der Vermutung von Livingston

Es wurde von J. Miller in [14] gezeigt, dass fiir Funktionen f € Co, das folgende Lemma giiltig

ist.
Lemma 2.19. Es sei f € Cop, p €]0;1] und z € D\{0}. Dann gilt

1 1 1492

ORI <1 (2.28)

Beweis: (siche auch [14])
Es sei z, ¢ € D. Aus Korollar 1.21 ist bekannt, dass eine Funktion P, die durch

22f'(2) (+z+z+p_1+pz
f@)=f¢) C¢—z z-p 1-pz

definiert ist, stets positiven Realteil besitzt und P(0) = 1 gilt. Weiterhin ist

—P(z) =

2 2 2:/(2)
P& =070 " 70— 70 T G6 - FOP
1 C+2z 1 24P P p+pz

(—z ((—-2? z-p (z—p?2 1-pz (1—pz)?

womit man fiir ¢ # 0

2 1 1
P0)=—~—2-+2-+2p
O=F0 %t
also fiir die Taylorreihenentwicklung von P um den Ursprung
1 1 1
P(z :1—|—<—+—|—p>22+...
D=0 ¢t
erhilt. Mit Lemma 1.6 folgt die Behauptung. O

Hiermit lésst sich eine weitere Aussage beweisen, die fiir folgende Betrachtungen hilfreich sein

wird.

Lemma 2.20. Es sei f € Cop, p €]0;1[, dann gibt es eine holomorphe Funktion w : D — D, so

dass fir z € D )
f(z) = — mp (L) (2.29)

<1 - *) (1—2p)

gilt.

Beweis: (siche auch [4])

Setzt man

2
w(z) = -+ — (2.30)
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so besitzt w aufgrund der Eigenschaften von f eine holomorphe Fortsetzung sowohl im Ursprung

als auch in p, wobei w(p) = —% + 1%2 = p ist. Mit Lemma 2.19 folgt w(D) C D. Somit gibt es

eine holomorphe Funktion v mit v(D) C D, so dass gilt

w(z) = 2
1+ piLu(z)

Mit Gleichung (2.30) erhdlt man daraus

zp (1 + pf__z’;v(Z))

2p? + zp%v(z) +p —i—pQ%v(z) — (14 p?)z (1 + pf_}%v(z))

f(z) =

Dabei lidsst sich der Nenner schreiben als

2
P +Zp1—zp 1—2p 1_va

= 2p*(1 = zp) + 2zp(z — p)v(2) + p(1 = 2p) + p*(z — p)v(2)

—(1+p*)z(1 = zp) — (1 +p*)2p(z = p)o(2)
= (L—zp)(zp* +p—2—2p") + v(2)(z = p)(zp + p* — 2p — 2p°)
= P =)= ) = ()= (1= 2p)

— p(1—zp)(1— §><1 — pPu(2)).

Z‘pv<z>+p+p2z‘pv<z><1+p2>z<1+pz‘p <z))

Also ist

o) = stz EPE=PE) (2.31)

(1-3) =2 - p20(2)

Schreibt man nun v in der Form ) .
p—w(z

o(z) = L)

1 —p2w(z)

und setzt dies in Gleichung (2.31) ein, so ergibt sich

z — zp*w(z) — 2*p(1 — p*w(2)) + 2p(z — p) (p* — w(2))

fz) =
(1-2) (1= 2)(1 = pPlz) - P20 — w(2))
_ 2= pY) 4 22(0% — p) + w(2) (2P — 2p? — 2P+ p?2)
(1-2) =21 = p)(1 +p?)
2+ 20 (i Gt
(1 - %) (1—2zp)
also Gleichung (2.29). O

Mit dieser Aussage kann man eine verschirfte Fassung des Satzes 2.17 beweisen.
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Satz 2.21. Es sei f € Cop, p €]0; 1] und n > 2. Dann gilt
1— p2n+2 p2(1 _ p2n—2)
an(f) — —= (2.32)

pr i1 —ph) | T pr (1 -ph)

Beweis: (siehe auch [4])
Man betrachte die Funktion

pz?

1+p2

(1-2)a-2p)

z —

9(z) =

Dann ergibt sich mittels Polynomdivision

g0 =1

Jg"(0)  p*+1  —p  pt+pP+1  1-p°
2 p 1+p2  p(l+p?)  p(l-pY
g  1-p" pr41 1)

3! p(1—=p%) p - pP(1—-ph)

und im Allgemeinen

g"(0) _g" DO +1  g"2(0)

n! (n—=1! »p (n—2)"
Es folgt
g™ (0) _ 1 — p2n—1)+2 . P2+ 1 11— p2(n=2+2
n! p”*2(1 — p4) P pnfS(l _ p4)
1
= — ((1 - 2n 2 17217 2n—2
(1 — ph)pn-1 (L=p")@* +1) —p*(1—p™7?)
1
- - (1= 2n 2 . 2n42 2 2n
(1_p4)pn—1( P +pT—p p*+p™)
1 _p2n+2
T (1 -pl)
Damit ist i
— Bz P22
Z= i1
g(z) = . _Z 1 ", |zl < p.
(1 - 7> (1 - Zp n= 1
Weiterhin sei die Funktion A durch
= rw(2)
1
h(z) =g(2) — f(2) = 7 Zb )2", [zl <p
(1 - 7) (1 - Zp n=1

gegeben, wobei f(z) aus Gleichung (2.29) in Lemma 2.20 stammt und w eine auf D holomorphe

Funktion mit w(D) C D ist.
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Fiir die Behauptung bleibt zu zeigen, dass gilt
(2.33)
Mit w(z) = 332, cx2” ergibt sich nun

C 1—p%e C
h(z) = poz+< + p12>23+<( p)o—i-cl—i- p22)z4+
1+ p? 1+p p*)p P

also

p° 1—p
bp(w) = Ck
n kZ_O pnfkfl 1— p4

Setzt man hierbei m = n — 2 und kiirzt die konstanten Faktoren, so ergibt sich die zu (2.33)

dquivalente Formulierung

—2 AN _
nz: ) P2 1—p2n—k)-2 g p2(1 — p2r=2)
—k—1 4 - —1 _
= 1—p prH (1 —p?)
n—2
1— p2(n—k:)—2 (1 _ p2n—2)
< Z Ck T k-1 < 1
k=0
m
1— p2(m7k)+2 1— p2m+2
k=0

Um die Giiltigkeit von Gleichung (2.34) zu zeigen, fithrt man sie auf das Problem linearer
Funktionale in HP-R&umen zuriick, die in Abschnitt 2.2 behandelt wurden.

Betrachtet man auf H* das lineare Funktional

(m—k)+2

Z ck , (2.35)

bleibt -
1 _ m
@ ()] < — 2 — (2.36)
b
Zu zeigen.
Setzt man als Kern
moq_ pZ(m—k)—l-Q -
H}m(Z) = Tzi - s (237)
k=0 P
so erhalt man mit dem Residuensatz
1 m 1— p2(m—k)+2
57 8Dw(z)f<cm(z)dz = chpm—_k =P, (w).
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Verschiebt man in (2.37) die Indizes um k = m — [ und wéhlt

Kp(2) = 27""1P,(2) (2.38)

mit
1— P ; i 1— p2m+2
Pu(z) =Y — 2 — (z + 22m ) F e m 0, (2.39)

so erhélt man einen zu k,, dquivalenten Kern K,,, der dasselbe lineare Funktional erzeugt.

Man betrachtet nun trigonometrische Polynome @, mit m > 0 und ¢ € [0, 27] der Form

Qm®) = e ™p, () (2.40)
m—1 2142 2m+2
-yl (efw(mfw n ez’ﬂ(m#)) it
=0 p p
m—1
1— p2l+2 1— p2m+2
= 7chos((m—l)79)+p7m
1=0
Es sei nun , ,
1 1—p? 1+ez 14e W,
Az) = 9 1 i 1 —id
(1_5)(1_217) — ez —e Wy

mit z, ¥ und m wie bisher. Mit

L+e?z 14e 7y B 2 — 222
l—eWz  1—e Wz — 1—z(e?+e )4 22
1— 22
1

1 _ 1.2
5 —z2cost+ 52

folgt

(1-p)(1-2)

_z) (1 — _ e )
(1 p) (1 —2p)(1 —e2)(1 — e Wz)
1 1—p? 1—22
21_(p2;rlz)+z2 +—zcos? + 122

NN

1—p® = (1-p*2?
1-— (I’QTH +200819> z+2 <1+Cosq9pz%1) 22 — <p2pf+1+200819> + 24

Polynomdivision ergibt dann

Az) = Qum(9)z"
m=0

Nach Partialbruchzerlegung an den Polstellen 21 = p, 20 = 1/p, 23 = e und z4 = e " und
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anschliefender Entwicklung der einzelnen Briiche um den Ursprung erhélt man

(1 —p*)(1 +p*+2 — 2p™*cos((m + 1)9))

Qu (V) = p™(1 4 p2? — 2pcos(V))

Dieser Ausdruck ist fiir m > 0 stets positiv.
Nun gilt

(2.38)

eme(em) e—imﬂpm(eiﬁ)
(2.40)

2 Q). (2.41)

Beriicksichtigt man weiterhin ||w||o < 1, so erhilt man insgesamt

2(m k)+2 1
= 27Ti/8]1))w(z)/-@m(z)dz
1
= / w(2)Km(z)dz
21 oD
L (271 i
< o [ | K| ol
27
Ny " Quo)iil
= o m Wiloo
1 27r
<
< o [ Quian
1 ) 1— 2m—+-2
= -— K, (2)dz = (2.42)
2mi Jop pm
Dies ist gerade (2.34) und somit folgt die Behauptung. O

Bemerkung 2.22. Betrachtet man die Funktion w = 1, so erhélt man in (2.42) an jeder Stelle
Gleichheit und in Kombination mit (2.41) ist die Bedingung von Lemma 2.14 erfiillt. Wendet
man auf ®,, aus (2.35) die Theorie fiir Extremalprobleme fiir lineare Funktionale an, gibt es

nach Satz 2.15 eine eindeutige normierte Extremalfunktion w,, so dass gilt
max{|®, (w)|lw € H, |l < 1} = P (we),

wobei nach obiger Uberlegung in diesem speziellen Fall w, = 1 gilt. Nach Bemerkung 2.13 ergibt
sich in Abschétzung (2.34) genau dann Gleichheit, wenn man als allgemeine Extremalfunktion
w = e mit einem ¥ € [0,27] wihlt. Demnach herrscht genau dann Gleichheit in (2.32) fiir
konkave Funktion der Gestalt

— —lfpz (1+ 6“9)22

fo(z) = <1 - 7) .

(2.43)



3 Koeffizientenabschatzungen konkaver
Funktionen in einer Umgebung der Polstelle

In dem vorherigen Kapitel wurden konkave Funktionen f € Co, in einer Kreisscheibe um den Ur-
sprung betrachtet, in der ihre Taylorreihe existierte. Nun soll die Betrachtung erweitert werden,
indem man die einfache Polstelle p €]0; 1[ der Funktion stérker in Betracht zieht. Dies geschieht
durch den Ubergang von der Taylorreihenentwicklung zur Laurentreihenentwicklung um diesen
einfachen Pol.

Im folgenden werden also konkave Funktionen f € Co, der Gestalt

f2)=) aulf)(z=p)" (3.1)

n=-—1

mit |z —p| < 1—p betrachtet. Hierbei sollen, wie bei den bisherigen Betrachtungen, Abschétzun-
gen fiir die Koeffizienten der Reihe eine zentrale Rolle spielen.

3.1 Das Residuum konkaver Funktionen

Zunéchst soll genauer auf das Residuum eingegangen werden.

Satz 3.1. Es sei f(z) =Y o0 jan(z—p)" € Cop mit p €]0; 1[. Dann gilt fir das Residuum
a_1 der Funktion f

2 4
p p
_ < . 3.2
Gleichheit tritt genau dann ein, wenn fir ¥ € [0; 27| gilt
p 9\ 2
z — 172(]. +e )Z
fo(z) = ——F (3.3)
(1 - 5) (1—2p)
Das Residuum ist in diesem Fall
2 4
. p p 9
CL,1—*1_174‘F1_1946z . (3.4)

Beweis: (siehe auch [19])

43
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Nach Lemma 2.19 gilt fiir eine konkave Funktion f € Co, und z € D\{0}
11 1+4p?
- -+ TP <1
flz) = p
Setzt man nun wie auch im Beweis von Lemma 2.20
) 1 1+1+p2 (3.5)
w(z) = ——— ) :
fz) =z p
so folgt wegen |w(z)| <1 fir z € D mit dem Schwarzschen Lemma und w(p) = p
1 —|w(p)|?
W) < L@l (3.6)

1—p2?

Hierbei erhélt man Gleichheit genau dann, wenn w ein holomorpher Automorphismus von D mit

Fixpunkt in p ist.

Berechnet man nun w’(p) aus Gleichung (3.5), so ergibt sich

sy = 2O 1

12(2)

_(;7;;24_&14_“_) 1

(D) ®
2

z=p
a1 —a1(z—p)F .. +i
(@ taolz—p) )7 2
1 1
W'(p) = —+ =,
() P

wie man aus der Reihendarstellung erkennen kann.
In Zusammenhang mit Gleichung (3.6) erhélt man daraus
1

1
F i<
a-1 p

Dies fithrt zum einen zu

1
a—1

s _ > =
laal = 1+ p2? 1—pt

und zum anderen zu

1

a—1

= |CL,1| <
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also Gleichung (3.2), was den ersten Teil der Behauptung zeigt.

Betrachtet man nun

2 P4 (1"‘6“9)

. P 1
— = 1 — =
a1 lim (2 — p) fo(2) —1 =)
2 4
b p i
= — 3.8
so folgt auch der zweite Teil. O

Bemerkung 3.2. Gleichheit in (3.4) erhéilt man auch genau dann, wenn ein ¢ € [0, 27| existiert,
so dass in Gleichung (3.7), bzw (3.6)
p+ e L

w(z) = - L= (3.9)

1+ petv =L

gewihlt werden kann.

Berechnet man f aus Gleichung (3.5) und (3.9), so erhilt man die Grenzfunktion fy, wobei

) .
w9 _ b —e”

¢ T v

gesetzt werden muss. Diese Grenzfunktion wurde bereits in Bemerkung 2.22 als Extremalfunk-

tion verwendet.

3.2 Abschatzungen fiir den Koeffizienten q

Im Folgenden soll eine genauere Betrachtung des Koeffizienten ag der Laurententwicklung kon-
kaver Funktionen erfolgen. Dabei werden héufig Aussagen iiber das Residuum zur Hilfe genom-
men, die bereits in Abschnitt 3.1 gemacht wurden.

Zunéchst wird jedoch der folgende Hilfssatz benttigt.

Hilfssatz 3.3. Es sei f(z) = z+ Y .-, by2" € S, eine schlichte Funktion mit einfachem Pol in
p €]0;1[. Dann gilt fir alle n € N

1+p2+”.+p2n—2

|bn‘ < pn—l

(3.10)

Beweis: (siche auch [11])
Es sei E(p) = D\{z € C| p < z < 1} mit p €]0; 1] das Schlitzgebiet, das durch Entnahme des
Stiickes [p; 1] vom Einheitskreis entsteht. Dann bildet die Funktion

L+p)? S~ .n
k(Z) = TZ+ chz

n=2
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E(p) auf D ab, wobei ¢, > 0 fiir alle n € N ist.
Betrachtet man nun eine schlichte Funktion g(z) = 2+ Y7 5 anz" € S, so ist

4p
————g(k . A1
Umgekehrt besitzt jede Funktion f € S eine derartige Darstellung.
Sei nun ¢(z) = e ) Dann bildet 7 )zg(k‘(z)) den Einheitskreis auf die Sphére mit einem

Schlitz entlang der negativen reellen Achse ab. Demzufolge kann die Funktion auch durch

z

T beschrieben werden. Diese Funktion hat um den Ursprung die Entwicklung
P

1 2n—2
+z +p+ Sl

Weiterhin sei (1172)29]“(3) =z4+>, bn2z". Dann sind die b, Linearkombinationen der aj, mit
k > 2 in der Form

i)n = )\l(n)al + )\gn),
=2

~

wobei die )\l(n) nichtnegative Polynome in ¢, sind. Mit der Bieberbachschen Vermutung folgt

dann
n

T . n n n n 1+ 2+---+ =2
Bal < YA ag] + A < S A = TP = La—
= =2

Da nun nach Konstruktion zu jeder Funktion f € S, eine Darstellung der Form (3.11) existiert,

kann man b, = b, setzen, womit die Behauptung folgt. O

Nun kann eine Aussage beziiglich des Koeffizienten ag in Abhéngigkeit vom Residuum getroffen

werden.

Satz 3.4. Es sei f(z) =Y .2 an(z—p)" € Cop mit p €]0;1[. Dann gilt

1—p? 1+ p?
’p+a0( Lol (3.12)
a—1 p
wobei die Abschditzung scharf ist.
Beweis: (siche auch [12])
Man definiere
h(z) =

Aufgrund der Eigenschaften von f ist h € S,,.
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Weiterhin ergibt sich

S Lp
R(z) = —ay S (1}0:;2>
1— 2 —z
(1 —pz)* f2 (119_7>
h/(o) —a_1 (—a_lﬁ + a1 + )
= 2
1
(a_lgfp + a =+ ) t=p
_ a2y +a1a1(C—p)*+ ... _1
(a—1 +ap(¢ —p) + )2 c=p
.2
h//(o) — 2p_|_ QQO(S p )
1
Fiir |z —p| <1 —p gilt dann
(1 _p2)a0 2
h(z) =z + p+a7 z¢ 4 ..
—1

und man erhélt mit dem Hilfssatz 3.3 und n = 2

(1 —p*ao
a—1

2
< I+p
p

P+

also die Behauptung.

Gleichheit erreicht man durch die aus Satz 2.16 bekannte Extremalfunktion

z
£o(2) = . 3.13
R s 319
O
Kombiniert man nun die Sétze 3.1 und 3.4, so ldsst sich die folgende Aussage beweisen.
Satz 3.5. Es sei f(2) =Y .o jan(z—p)" € Cop und p €]0;1[. Dann gilt
Reag > ——L— . (3.14)
- (=)
Beweis: (siehe auch [7])
Nach Satz 3.4 gibt es fiir jede Funktion f € Co, eine Zahl ¢ € D, so dass gilt
— L (3.15)
a = —_ . .
0 1 _ p2 p D

Da der kleinst mogliche Realteil gesucht ist, geniigt es Stellen ¢ = e mit ¥ € [0,27] und a_;
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wie in (3.2) zu beriicksichtigen. Gesucht ist also das Minimum des Ausdrucks
PP
(1 =pH (1 = p?)

Setzt man nun z = cos? € [—1; 1] und leitet nach x ab, so findet sich kein lokales Extremum im

1
2

—-p

) ((1+ p%) cosd — p?) —

((1 +p*)?sin®9 + ((1 + p?) cost) — p2)2)

Intervall | — 1; 1[. Dementsprechend wird das Minimum fiir ( =1 und a_; = % angenommen,

was die Behauptung zeigt. d

Bemerkung 3.6. Aus dem Beweis zu Satz 3.1 ist bekannt, dass a_; = % genau dann gilt,
wenn in Gleichung (3.8) ¥ = 7 gewéhlt wird. Mit (3.3) folgt dann, dass man fiir die Funktion
fe aus (3.13) Gleichheit erhilt.

Befindet sich die Polstelle ndher am Ursprung, so ldsst sich eine wesentlich schérfere Aussage

treffen.

Satz 3.7. Es sei f(z) =Y.°° | a,(z—p)" € Cop und p €]0,v/3 — 1]. Dann gilt

1-p? +p'| _p*2-17)

1
ap + [ e (3.16)
Gleichheit erhdlt man fir fy aus (3.3).
Beweis: (siehe auch [7])
. . 2= (14w(2))2? e .
Man betrachte die Funktion f,(z) = —F2 aus Lemma 2.20 und Multipliziere mit

(1-3)a-2p)
p
dem Nenner. Beriicksichtigt man weiterhin die Entwicklung von w(z) = "7 ¢, (2 — p)" fiir

z € D um p und betrachtet auf beiden Seiten die Reihenentwicklung in p, so erhélt man mittels

Koeffizientenvergleich
— 1_p2a_1 = p— p3 - p3 Co
D 1+p2 14 p?
= a-1 = -3 p2p4 + 1 p4p4co (3.17)

und 1—p? 1—p? 22 e

a_1+ ’ a0:1+p2_1+p260_1+p201. (3.18)
Die Kombination von (3.17) und (3.18) ergibt

1 ;Pzao 41 _11’2;1?4 _ 21172_1){;400 = prcl, (3.19)
woraus mit [co| <1 und |¢p] < 11—_|c;2\2 folgt

1 —p2a0 n 1 —p2 —|—p4 < p2p4 ((2 —p2)|Co| +p(l - |Co|2)) )

P L-p* |7 1-
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Betrachtet man nun die Funktion
g(x) = (2= p*)x + p(1 — 2?),

so besitzt sie ein lokales Maximum an der Stelle x, = %. Da x, > 1 fiir p €]0, V3 - 1] gilt,

erhélt man

max{g(z) | = € [0;1]} = g(1) =2 - p*.
Im Fall der Gleichheit muss |w(z)| = |cg| = 1 gelten, was genau dann eintritt, wenn die Funktion
von der Gestalt fy ist. O

Bemerkung 3.8. Mit |¢p| < 1 kann man aus Gleichung (3.17) sofort das Ergebnis von Satz 3.1

folgern.

3.3 Abschidtzungen fiir weitere Koeffizienten

Analog zum Abschnitt 3.2 sollen nun Abschétzungen fiir weitere Koeffizienten der Laurentent-
wicklung konkaver Funktionen erfolgen. Doch werden auch hier zunéchst geeignete Hilfsmittel

benotigt.

Hilfssatz 3.9. Es sei P(z) holomorph in D mit ReP(z2) > 0, P(p) = 1 — p? und P'(p) = 0 fiir
p €]0;1]. Ist P von der Gestalt

P(z) = (1=p*) +da(z =p)* +d3 (2 = p)° + .. (3.20)

fir |z —p| <1—p, so gilt

2

|da| < T2 (3.21)
‘1pp2d2+d3 < (16];2)2, % <p<l1l, und (3.22)
‘1_ppzd2+d3 = 2(11:%52), 0<p§§. (3.23)
Hierbei sind alle Ungleichungen scharf.
Beweis: (siehe auch [12])
Es sei ) — (1= p?)
9(2) = P t1— 2 (3.24)

Dann gilt g(p) = 0 und |g(z)| < 1 fiir z € D, sowie

0 20 PP
PO PE
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wobei ¢'(p) = 0 ist. Multipliziert man nun in (3.24) mit dem Nenner und betrachtet die Rei-

henentwicklung um den Punkt p, so ergibt sich

<m1—ﬁ»+§j%@—pw> W =Y du-p. (329)
n=2 n=2

k=2

Somit folgt
dy = (1-p*)g"(p) (3.26)

und
p

g/// (p)
1 —p? '

3

dz + ds = pg" (p) + (1 — p°) (3.27)

o2 =o ({22,

wobei ¢ holomorph mit ¢(0) = ¢'(0) = 0 und |¢(z)| < 1 fiir z € D ist. Des Weiteren gilt

Schreibt man nun

" /! 0
g'(p) = (1(;5_(292))2-

Aus \@\ <1 folgt |¢"(p)| < ﬁ, womit man aus (3.26)

9
do| = (1 —p?)|gd" ()] < —,
|da| = ( g ()] -

also gerade (3.21) erhilt.
Betrachtet man nun Gleichung (3.27) mit

1 - Gp 1" ¢/,/(0)
so folgt
1 vy, "0
1 _pp2d2 +d3 = a7 <3pq§ (0) + 3( )> .

Setzt man nun ¢(z) = coz? + c32° + ... fiir 2 € D, so ergibt sich weiterhin

p
1—p?

2
dQ + d3 = m(3p02 =+ C3>.
Da ¢ beschréinkt ist, folgt
3pca + cs| < 3plea| + |es| < 1+ 3plea| — |eaf

und somit

do + d3 1—|—3p|02| — ‘62’2).

p
1—p?

< 2
=T
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Mit o = |co| und h(x) = 1+ 3pz — 22 erhilt man h/(z) = 3p — 2z.

Ist p > 2, so gilt A'(z) > 0 fir € [0;1]. Das Maximum wird also in z = |c| = 1 mit
h(z) < h(1) = 3p angenommen, woraus Gleichung (3.22) folgt.

Fiir den Fall 0 < p < 2 nimmt h sein Maximum in z = |cp| = 37’? an. Es ist h(z) < 1+ 9p?, also
(3.23).

Setzt man nun g(z) = ( -

1—-pz

2
) und somit

C 14p? —dpz+ (1 +p?)2?
N 1— 22 ’

P(2)

so erhilt man Gleichheit in (3.21) und (3.22). Ist 0 < p < 2, so wéhlt man

o= 2CH D)
1+ %pz ’
womit man eine Funktion P konstruieren kann, die (3.23) erfiillt. t

Mit diesem Resulatat konnen nun Abschétzungen fiir die Koeffizienten a; und as bewiesen

werden.

Satz 3.10. Es sei f(z) => .02, an (2 —p)" € Cop und p €]0;1[. Dann gilt

2

P
a1] < 12 (3.28)
(4+9p?)|a_| 2
< — < — .
’CL2| = 12(1 _p2)3 ) 0< YIS 35 (3 29)
und — ag| < pla| P o Z2o,<1 (3.30)
To@=p2P T A=)t 37

Wie im Hilfssatz 3.9 sind auch hier alle Abschditzungen scharf.

Beweis: (siehe auch [12])

Es sei

_ 1 _ 1
f'(2)
Dann erfiillt P die Bedingungen vom Hilfssatz 3.9 und man erhilt zum Koeffizientenvergleich
den Ausdruck

P(z)=2pz—1—p* —

(2p(z—p) — (1 =p?)) f'(2) = ((z = p)(1 = p*) — p(z = p)*) " (2) = P(2)f'(2),
womit folgt

2a1(1 —p?) = a_idy (3.32)
und 6(1—pHas = 2pa; +a_1ds. (3.33)
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Verwendet man (3.21) und (3.32), so ergibt sich

|a_1]

a| < 2=
Jar (1—p?)?

Mit |a—1| < % aus Satz 3.1 erhélt man daraus (3.28).
Aus (3.32) und (3.33) folgt

@:agip%<1fﬁ@+d0“1‘ (3.34)
Fir0<p< % ergeben (3.22) und (3.34) das gewiinschte Ergebnis. Im Fall % < p < 1 muss man
(3.23) und (3.34) kombinieren, um (3.30) zu erhalten.

Gleichheit in (3.28) und (3.30) erreicht man, wenn man wieder die Funktion fe(z) = m
aus Satz 2.16 verwendet.

Fiir den Fall 0 < p < % wird nach Konstruktion Gleichheit in (3.29) erzielt, wenn f genau die

Bedingungen von P in Gleichung (3.31) erfiillt. O

Wenn man nun wie in Satz 3.7 voraussetzt, dass sich die Polstelle niher am Ursprung befindet,
so lasst sich die folgende Aussage fiir den Koeflizienten a; beweisen. Bei dieser Betrachtung

werden auch Koeffizienten héherer Ordnungen mit einbezogen.

Satz 3.11. Es sei f(z) => 02 | an (2 —p)" € Cop und p €]0;1 — g] Dann gilt

2
1 _p2> p2
ai +
( p 1—pt

Fiir fg aus (3.3) erhdlt man Gleichheit.

< . 3.35

Beweis: (siehe auch [7])
Zusitzlich zu den Gleichungen (3.17) und (3.18) ergibt sich aus dem Koeffizientenvergleich von
(z — p)? die Gleichung

1—p? p 2
aog — ’ a) = _W(l + co + 2pey + pPer). (3.36)

Setzt man dies in Gleichung (3.19) ein, so ergibt sich der folgende Ausdruck:

2
1—p° P’ cw | 2p—p° | pP-p
- = D (w). 3.37
“1< > L e e R A R p(w) (3:37)
Es bleibt zu zeigen, dass
1
!%wﬂﬁl_w (3.38)

gilt, wobei w wie im Beweis zu Satz 3.7 gewéhlt sei.

Fasst man @, als lineares Funktional in H* auf (siche auch Beweis zu Satz 2.21), kann die
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Funktion ®,(w) in der Form

Pp(w) = — kp(2)w(2)dz (3.39)
dargestellt werden, wobei gelte

B 1 2p —p° p* —p'
rop(2) = (1—pH(z—p) * (1+p?)(z—p)? * (1+p°)(z—p)*

Das Funktional ®, veréndert sich nicht, wenn man anstelle von %, einen dquivalenten Kern K,
wihlt, der dieselbe Singularitét in p besitzt und sonst holomorph in D ist.

Sei also

1 1 P 2p — p3 1 1
K —
p(2) 1—pt <z—p+1—p2>+ 1+ \=p?  (1-p2)?

2 4
— 1 z
+p p? 3+ 3 ’
L+p* \(z—p)3  (1—-p2)

so folgt

VK, (€)(1 + p?)|1 — pe'?|® = (1 — 2pcosd) + p?)?
+ (2p — p*)(—4p + 2(1 + p*)cos?) (1 — 2pcos?) + p?)
+ (p* — p")(4cos®? — (2p” + 6p)cost) — 2 + 6p?)
= 4p*(—2 + p?)cos®V
+ 4p3(3 — p*)cost) + 1 — 8p? + 5pt — 2p°
=: Qp(cos(V))

mit ¥ € [0;27]. Betrachtet man = = cos?, so hat die Funktion @, ein lokales Maximum im

Punkt z, = Da z, > 1 fiir p €]0; 1] gilt, erhélt man

3—p2
@)
Qp(cos(¥)) > Qp(—1) =1 —8p* — 12p° — 3p™ + 4p° + 2p° =: 5(p).

Aus S’(p) < 0 fiir p €]0;1[ und S (1 — @) = 0 ergibt sich

; (3.40)

. . 2
eVKy(e) >0, 9e€[0;2r] und pc (0, 1-— \f] .

Somit folgt aus

1
9 /61[)) kp(2)w(2)dz

1
57 Jon Ky(z)w(z)dz

1 2 : ;
3= | IRl

[Pp(w)] =

IN
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1 2 )
_ 27T/O €7 K ()i oo

1 2 )
< o /0 eV Ky (e)d

1
= % D (Z)dZ

1

= 1T, (3.41)

gerade (3.38), also auch (3.35).

In (3.41) erhélt man Gleichheit an jeder Stelle, wenn w = 1 gilt (siehe auch Bemerkung 2.22).
Weiterhin ist mit (3.40) auch die Bedingung aus Lemma 2.14 erfiillt und man kann die Theorie
der Extremalprobleme in H* auf das lineare Funktional ®, anwenden.

Nach Satz 2.15 existiert dann eine eindeutige normierte Funktion we, so dass gilt
max{|®y(w)| [ w € HY, [[w]oo <1} = Pp(we),

wobei nach obigen Uberlegungen w, = 1 sein muss. Gleichheit in (3.38) ergibt sich also nach
Bemerkung 2.13 fiir w(z) = ¢” mit einem bestimmten 9 € [0; 27|, woraus, nach Konstruktion,

f von der Gestalt fy sein muss. Damit folgt die Behauptung. O

Mit dieser Schlussfolgerung soll die Arbeit schliessen.
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